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Вступ

Актуальність теми. Дослідження проблеми обдарованості має довготривалу історію у вітчизняній та зарубіжній педагогіці і психології, але до цього часу існує багато «білих плям» у цьому питанні, що робить актуальним подальше проведення як теоретичних, так і методологічних досліджень, вдосконалення концептуального апарату і методів вивчення даної проблеми. Не викликає сумніву те, що потенціал обдарованості є найціннішим ресурсом духовного поступу й матеріального розвитку людства. Тому, як і будь-який ресурс, його слід вчасно виявити і розумно використати. Робота з обдарованими учнями, які з задоволенням вивчають математику, знають її і бажають знати ще більше, має бути одним з пріоритетних напрямків у навчальній діяльності вчителя. А тому проблема дослідження є актуальною.
Мета та завдання дослідження: створення бази практичних завдань конкурсного змісту, задачне наповнення одних і тих же олімпіадних тем різними завданнями згідно віку школярів та досвіду їхньої позакласної роботи з предмету; розробка і удосконалення методики розв’язування конкурсних математичних задач. Саме цьому і присвячена багаторічна робота вчителя – задачному наповненню олімпіадних задач та методиці їхнього розв’язування, методиці роботи з математично обдарованими учнями
Об’єкт дослідження: методика роботи з обдарованими дітьми; 

предмет дослідження: роль конкурсних математичних задач у розкритті потенціалу обдарованих дітей. 
Апробація результатів дослідження. Результати роботи доповідались на міських, Всеукраїнських та Міжнародних наукових та науково-практичних конференціях [6, 10, 12, 13,21, 24, 36], опубліковані у журналах Математика в школі, Початкова школа, У світі математики, Науковому часописі НПУ імені М.П.Драгоманова  [2, 4, 5, 7, 8, 9, 11, 33, 35], Наукових записках КДПУ імені В.Винниченка [3, 16, 39], віснику Міністерства освіти [37] та ін. [20, 23, 25, 31, 34, 37, 38], посібниках [14, 15, 17, 18, 19,22]. Учні, яких готувала з фаху, займали призові місця у міській, обласній олімпіаді з математики (обласній – 2012 р., Харченко Діана, 11 клас, 2 місце і Кабаченко Маргарита, 11 клас, 3 місце; 2013 р., Гонтова Анастасія, 10 клас, 2 місце і Копотій Олексій, 10 клас, 1 місце; 2014 р., Гонтова Анастасія, 11 клас, 2 місце); займали призові місця у 3 етапі конкурсу-захисту НДР учнів, членів МАН (Всеукраїнський етап, Київ):
2004 р., секція математики, Лукаш Юрій, 10 клас, 3 місце;
2005 р., секція математики, Лукаш Юрій, 11 клас, 2 місце;

2006 р., секція математики, Кобута Євген, 10 клас, 3 місце;  
2007 р., секція прикладної математики, Скочко Володимир,10 клас, 3 місце;

2008 р., секція прикладної математики, Скочко Володимир, 11 клас, 1 місце;
2009 р., секція прикладної математики, Ізюмченко Олександр, 11 клас, 3 місце;
2010 р., секція математики, Кондратьєв Ігор, 11 клас, 3 місце;
2012 р., секція математики, Кабаченко Маргарита, 11 клас, 3 місце;
2013 р., секція математичного моделювання, Яценко Юрій, 11 клас, 3 місце;
2014 р., секція прикладної математики, Гонтова Анастасія, 11 клас, 3 місце.
Новизна дослідження полягає у 
· теоретичному аналізі наукової та науково-методичної літератури, 

· створенні значної бази завдань олімпіадного та конкурсного змісту,

· розробленні методики їхнього розв’язання, 

· практичній можливості використання отриманих результатів учителями області, учнями шкіл, студентами педагогічних ВНЗ. 

1. Теоретичний розділ
1. Постановка проблеми. Демократизація системи освіти України вимагає від математичної науки пошуку нових методичних технологій, які б забезпечили поряд із високим рівнем теоретичної і практичної підготовки з математики переорієнтацію навчально-виховного процесу на особистість учня, сприятливі умови для досягнення кожним учнем обраного рівня знань. В умовах сучасної школи дієвим засобом формування мотивації до навчання, підвищення пізнавальної активності учнів, розвитку їх творчих здібностей, поглиблення і розширення знань учнів з предмету є науково-дослідницька робота учнів в МАН, предметні олімпіади школярів, які сприяють розвитку умінь розв’язувати задачі підвищеної складності.
 2. Аналіз попередніх досліджень. Головною умовою формування творчості математично обдарованих учнів є формування всебічно розвиненої, вільної особистості. Адже тільки в контексті розвитку особистості учня загалом можна говорити про формування творчих здібностей у математично здібного (обдарованого) учня, на чому й наголошує сучасна педагогічна наука. Еклектична сума знань учня, які він успішно засвоїв, умінь і навичок, котрими він володіє, самі по собі до механізмів творчості особливого стосунку не мають, для формування й розвитку творчих здібностей важливе значення має тип засвоєння знань, набуття умінь і навичок у тих видах навчальної діяльності, в яких ці знання добувалися. Тому потрібно створювати такий смислово-семантичний простір можливостей навчальної діяльності учня, у якому, з одного боку, досить свободи для виявлення власних задатків, власної творчості учня, а з іншого – потрібно певним чином структурувати цей простір можливостей з метою виконання учнем системи цілей навчання й досягнення основної мети [26]. Другою умовою формування творчості  математично обдарованих (здібних) учнів у навчанні математики можна назвати евристично-проблемне навчання. Третьою умовою успішного формування й розвитку творчих здібностей математично обдарованих учнів ми називаємо формування базових знань і умінь учнів і які зазвичай передбачаються програмами з математики для навчальних закладів; четвертою умовою – формулювання в посібниках (чи підбір вчителем самостійно) вербальних моделей задачних ситуацій (формулювання задач), які передбачали б різноманітність шляхів розв’язку та форм кінцевого результату, вивчення певної теми з математичних дисциплін з різних науково-методичних позицій; п’ятою умовою є формулювання задач, котрі надавали б можливість і спонукали б до інтеграції знань (особливо розв’язування задач з використанням можливостей різних інформаційно-комп’ютерних технологій); шостою умовою – підбір чи створення задач (у загальному – проблемних ситуацій), розв’язування яких вимагає пошуково-дослідницької діяльності учнів й отримання нових «побічних результатів»; сьомою умовою – формулювання задач, котрі не можуть бути розв’язаними тільки в просторі можливостей «точної математики»; восьмою педагогічною умовою формування й розвитку творчих здібностей математично обдарованих учнів можна назвати залучення емоційної сфери суб’єкта розв’язування задач та управління нею [26, 29].
Структуру і зміст профільного навчання математики, наступність у процесі навчання та професійну спрямованість навчання математики досліджували Бурда М.І., Бевз В.Г., Тарасенкова Н.А., Швець В.О., Хмара Т.М. та ін., формування творчої особистості учня, розвиток творчого мислення учнів у процесі навчання математики – Слєпкань З.І., Чашечникова О.С., Скафа О.І., Кушнір В.А., Ріжняк Р.Я., Ізюмченко Л.В., Лутченко Л.І. та ін. Системний підхід в організації розв’язування нестандартних та олімпіадних задач досліджували Радченко В.М., Некрашевич В.В., Нагорний В.Н., Перестюк М.О., Борисова В.О., Добосевич М.С., Лейфура В.М., Мазор​чук В.С., Вишенський В.А., Плахотник В.В., Ганюшкін О.Г., Карташов М.В., Михайловський В.І., Теплінський О.Ю., Мітельман І.М., Нагель І.П., Курченко О. О., Федак І.В., Рабець К.В., Вороний О.М., Шунда Н.М. та ін. Дослідження геометричної складової у системі математичної освіти знаходимо у Бевза Г.П., Зеленяка О.П., Нагеля І.П., Працьовитого М.В., Швеця В.О., Ясінсько​го В.А. та ін., вивчення векторної алгебри – у Апостолової Г.В., Бунєєвої Н.А., Зеленяка О.П., Осадчої Р.В., Ясінського В.В., Ясінського В.А. та ін.; дослідження теоретико-числової складової у системі математичної освіти знаходимо у Швеця В.О., Ясінського В.А., Плахотника В.В., Ясінського В.В. та ін 
3. Виділення невирішених раніше частин загальної проблеми та формулювання цілей дослідження. 
Зміни в житті суспільства приводять до зміни пріоритетів шкільної освіти, які проявляються у підвищенні уваги до розвитку особистості учня, його свідомості, культури мислення і творчих здібностей, і, що дуже важливо, до організації навчання способу пізнання, а не знань у чистому вигляді. Особливого значення ці пріоритети набувають у старшій школі, коли освіта націлена на забезпечення молодої особи умовами для професійного самовизначення з урахуванням її індивідуальних особливостей, можливостей і потреб. Тут навчання має здійснюватися на основі розширення і поглиблення знань і, головне, умінь та способів діяльності, надбаних раніше. Тобто значення набувають вже не конкретні знання, а вміння працювати з науковою, навчальною, наочною інформацією в цілому, будувати логічні ланцюжки, аналізувати наявну інформацію. Особливої актуальності орієнтація на навчання способів пізнання набуває у процесі інтенсивної математичної підготовки обдарованих учнів у системі МАН України, при організації занять з учасниками математичних олімпіад, з учнями заочних математичних шкіл при вищих навчальних закладах України. Очевидно, що така підготовка передбачає проведення узагальнення і систематизації фактичного матеріалу, розкриття та засвоєння зв'язків і відношень між елементами матеріалу, побудову складної системи пізнання предмету вивчення [16].
Для успішного усвідомлення та практичного використання складних взаємо​зв’язків між компонентами змісту математичного матеріалу, що передбачений для вивчення та засвоєння вказаними категоріями учнів, останнім необхідно оволодіти тезаурусом різних фактів з теорії, а також мати дослідницьку інтуїцію. Кожна навчальна дія, як правило, становить множину міркувань, операцій, формул і контролюючих заходів. Відомо, що математичні задачі розширюють уявлення школярів про різноманітні підходи, ідеї, методи, які забезпечують їх розв’язування. Проте важливо й інше: задачі спонукають учнів до висування й обґрунтування певних припущень, побудови фрагментарних теоретичних узагальнень, сприяючи в такий спосіб формуванню у школярів творчого, евристичного мислення, а також прагнення до дослідницької діяльності. Саме тому виникає необхідність використання елементів системно-діяльнісного навчання у процесі математичної підготовки обдарованих школярів, що через форми і методи навчальної роботи приводить учнів до узагальнень і систематизації математичних знань та умінь. [16]. Стан математичної підготовки учня характеризується в першу чергу умінням розв’язувати задачі. Не випадково, що в практиці сучасного навчання математики розв’язанню задач приділя​ється значна частина навчального часу. Розв’язування задач – це основний засіб розвитку математичного мислення. Очевидно, мова йде не про вправи тренувального характеру, а про нестандартні задачі, пошук розв’язання яких, як і нестандартні рішення традиційних задач, є важливими складовими на шляху розвитку творчих здібностей особистості. Щоб пошук і створення способу роз​в’язування конкурсних математичних задач відбувались за певним планом, учні по​винні володіти основними методами розв’язування, серед яких можна виділити та​кі основні: розбиття задачі на підзадачі; перетворення задачі; кодування об’єктів задачі. 
Незважаючи на значну кількість досліджень, присвячених розв’язуванню конкурсних задач, є певні «білі плями» у цьому питанні. Вибір теми дослідження зумовлюється тим, що наявне задачне наповнення олімпіадних задач не дозволяє навчитися їх розв’язувати, крім того, потрібна більша база таких завдань і їхнє різноманіття, є потреба для різних за віком школярів наповнити одні і ті ж олімпіадні теми різним задачним матеріалом. Крім того, хотілось би поділитися власними напрацюваннями з іншими вчителями математики.

Саме цьому і присвячена багаторічна робота вчителя – задачному наповненню олімпіадних задач та методиці їхнього розв’язування, методиці роботи з математично обдарованими учнями, яку можна оцінити у розрізі роботи у КЗ «Педагогічний ліцей», ЗФМШ при КДПУ та багаторічного досвіду роботи з учнями, слухачами секції «Математика» Кіровоградського територіального відділення Малої академії наук. 
2. Практичний розділ. Про підготовку до математичних конкурсів 

(на прикладі роботи Кіровоградської Малої академії наук, заочної фізико-математичної школи та гуртка «Олімпіадні задачі математики» КЗ «Педагогічний ліцей Кіровоградської міської ради Кіровоградської області»)
Робота з обдарованими учнями, які з задоволенням вивчають математику, знають її і бажають знати ще більше, має бути одним з пріоритетних напрямків у навчальній діяльності вчителя. Позакласна робота у гуртку, ЗФМШ, МАН сприяє підвищенню пізнавального інтересу, потреби в самоосвіті, суттєвому підвищенню теоретичного і практичного рівня вивчення навчального матеріалу; сприяює розвитку здібностей і творчої активності старшокласників та формуванню в учнів самоповаги та оптимістичного настрою в житті; сприяює розвитку самостійності та критичності мислення, баченню і формуванню старшокласниками проблеми в особистісному і майбутньому професійному плані та знаходженню шляхів раціонального її розв'язання; усвідомленню практичного застосування здобутих знань, умінь і навичок; розвитку культурного рівня учнів. Навчання у МАН в умовах сучасної школи – дієвий засіб формування мотивації до навчання, підвищення пізнавальної активності учнів, розвитку їх творчих здібностей, поглиблення і розширення знань школярів з предмету. На заняттях секції МАН вчитель працює уже 15 років, накопичений значний досвід, створена програма курсу, підібрана велика кількість задач олімпіадного характеру. На відміну від тренувальних вправ для творчих завдань немає готового алгоритму розв’язання. Не секрет, що такі завдання викликають великі труднощі не лише у школярів та студентів, а й у досвідчених вчителів, оскільки як правило потребують нестандартних підходів чи спеціальних прийомів [10, 13]. У роботі [32] зроблена спроба дати вчителям математики приблизний перелік типів і прикладів конкурсних задач. З іншого боку, досить часто на конкурсах різних рівнів зустрічаються задачі, вміння розв'язувати які не передбачене базовим рівнем змісту математичної освіти ні загальноосвітніх, ні спеціалізованих шкіл, в той час як розв'язання цих задач не вимагає значно ширших знань теоретичного матеріалу, що передбачені програмою з математики.
Задачі, наведені у даному пункті, розглядалися під час роботи з учнями секції Математика та Прикладна математика Кіровоградського територіального відділення Малої академії наук, ЗФМШ та математичного гуртка КЗ «Педагогічний ліцей».

1. Застосування нерівності Коші-Буняковського до розв’язання різно​манітних завдань, що зустрічаються на математичних турнірах різного рівня.

№ 1 (9 клас). Довести нерівність 
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Розв’язання. Скористаємося нерівністю Коші-Буняковського, отримаємо: 
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№ 2 (9 клас). Знайти найменше і найбільше значення функції 
[image: image6.wmf]x
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Розв’язання. ОДЗ: 
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 За нерівністю Коші-Буняковського отримаємо: 
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. Знак рівності досягається за умови співнапрямленості векторів: 
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№ 3 (9 клас). Знайти найменше і найбільше значення функції 
[image: image15.wmf]2
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Розв’язання. Оцінимо ОДЗ: 
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Знак рівності досягається за умови співнапрямленості векторів: 
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№ 4 (9 клас). Доведіть, що функція 
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Розв’язання. 
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№ 5 (9,10 клас). Обчислити, при якому х функція 
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Розв’язання. 
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 функція набуває найбільшого значення.

№ 6 (9, 10 ,11 класи). Знайти всі пари дійсних чисел 
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Розв’язання. Скористаємося нерівністю Коші-Буняковського, отримаємо: 
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№ 7 (9, 10, 11 класи). Знайти всі пари дійсних чисел 
[image: image51.wmf])
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Розв’язання. Скористаємося нерівністю Коші-Буняковського, отримаємо: 
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Знак рівності досягається за умови співнапрямленості векторів: 
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Маємо:   
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№ 8 (10, 11 класи). Знайти всі пари дійсних чисел 
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Розв’язання. Розглянемо ліву частину, використаємо нерівність Коші-Буняковського: 
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 Знак рівності досягається за умов 
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     А тоді усі пари: 
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№ 9 (10, 11 класи). Розв’язати рівняння 
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Покладемо 
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№ 10 (10, 11 класи). Знайти найбільше (найменше) значення функції 
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Розв’язання. Покладемо 
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 Всі інші набори утворюють сторонні корені.
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№ 11 (10, 11 класи).  Довести нерівність 
[image: image117.wmf]3

3

sin

2

sin

2

sin

<

-

+

x

x

x

.
Розв’язання. Враховуючи нерівність Коші-Буняковського, маємо: 
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№ 12 (10, 11 класи). Довести нерівність  
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Розв’язання. ОДЗ: 
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№13 (11 клас). Знайти усі трійки дійсних чисел 
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Розв’язання. Враховуючи нерівність Коші-Буняковського маємо: 
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Такі завдання дають можливість обдарованим школярам підвищувати свій математичний рівень, розвивати здібності, формувати навички розв’язування задач, тематика яких є близькою до шкільної програми, хоч і виходить за її межі.
2. Функціональні способи розв’язування рівнянь та нерівностей.
При розв’язуванні рівнянь, як правило, дослідження області визначення рівняння значно затягує процес розв’язування і приводить до значної втрати часу: часто легше розв’язати рівняння і потім відкинути сторонні корені, виконавши перевірку. Проте іноді до розв’язання не приходиться вдаватися, оскільки область визначення рівняння містить скінченне (невелике) число елементів. Проілюструємо це на прикладах.

№ 1 (10,11 клас). Розв’язати рівняння 
[image: image136.wmf]6

5

2

6

2

2

2

+

-

=

-

-

-

+

x

x

x

x

x

x

.
Розв’язання. Область визначення рівняння, що задається системою нерівностей 
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, складається з однієї точки 
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 є коренем даного рівняння.

№ 2 (11 клас). Розв’язати рівняння 
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Розв’язання. Область визначення рівняння 
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. Перевіркою встановлюємо, що лише 
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 є коренем даного рівняння.

При розв’язуванні деяких задач ефективним виявляється дослідження множини значень функцій, що входять до лівої та правої частин рівняння.

№ 3 (11 клас). Розв’язати рівняння 
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Розв’язання. Множиною значень лівої частини рівняння є відрізок 
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[image: image146.wmf][

)

¥

,

1

. А тому дане рівняння рівносильне системі двох рівнянь з однією невідомою: 
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 задовольняє також і перше рівняння. Отже, 
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 – єдиний корінь рівняння.
Цей самий прийом є дієвим при розв’язуванні деяких нерівностей.

№ 4 (11 клас). Розв’язати нерівність 
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Розв’язання. Множиною значень правої частини нерівності є відрізок 
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 – єдиний корінь рівняння.

Для розв’язування і дослідження рівнянь використовуються різні властивості функцій, що входять до рівнянь, такі як неперервність, монотонність, обмеженість, існування найбільшого і найменшого значень тощо, а також графіки функцій. 

№ 5 (11 клас). Розв’язати рівняння 
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Розв’язання. Нескладно помітити, що 
[image: image161.wmf]2

=

x

 є коренем даного рівняння. Доведемо, що рівняння не має інших коренів. Поділивши обидві частини на 
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– спадна, як сума двох спадних функцій 
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 може перетнути графік функції 
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 не більше, ніж в одній точці. Отже, рівняння 
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 має не більше, ніж один корінь. Оскільки один корінь вже знайдено, то цим доведено, що інших коренів немає.

№ 6 (11 клас). Розв’язати рівняння 
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Розв’язання. Нескладно помітити, що 
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 є коренем даного рівняння, крім того, ліва частина рівняння є невід’ємною, а тому і права має бути невід’ємною; з урахуванням області визначення рівняння, маємо, що 
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 є зростаючою функцією, а права – спадною, тому вони можуть мати не більше однієї спільної точки, а тому 
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№ 7 (11 клас). Розв’язати рівняння 
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Розв’язання аналогічне розв’язанню попередньої задачі: 
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 – єдиний корінь рівняння. 

№ 8 (11 клас). Розв’язати рівняння 
[image: image177.wmf]x

x

x

2

2

2

3

log

1

log

=

-

.
Розв’язання. Область визначення рівняння 
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 є коренем даного рівняння. Доведемо, що інших коренів немає.

Розглянемо функцію 
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 для усіх 
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 монотонно зростає, а тому має рівняння 
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 не більше одного кореня. Оскільки один корінь вже знайдено, то цим доведено, що інших коренів немає. 

Наведемо приклад графічного дослідження рівнянь.

№ 9 (11 клас). Розв’язати рівняння 
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Розв’язання. Нескладно помітити, що права частина рівняння є додатною, а тому і ліва має бути додатною, звідки 
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 і побудуємо графіки двох функцій 
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 одна з функцій є монотонно зростаючою, а інша – монотонно спадною, а тому 
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 – єдиний корінь.

Проілюструємо на прикладах наступних задач використання властивостей функції, а саме парності. 

№ 10 (11 клас). Знайдіть усі значення параметра 
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 має непарне число розв’язків.
Розв’язання. Розглянемо функцію 
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. Дослідимо, чи є дана функція парною (непарною): 
1) область визначення рівняння є проміжок, симетричний відносно 0; 
2) 
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, отже, функція є парною, а тому якщо деяке значення невідомої х є коренем функції, то і (–х) також є коренем. 

Непарне число розв’язків отримаємо, якщо 
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Відповідь:  при 
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 рівняння має непарне число розв’язків.

№ 11 (11 клас). Використовуючи властивості підінтегральної функції, обчислити:

а) 
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(позначка * вказує на завдання поглибленого рівня).

Розв’язання. У завданні а) підінтегральну функцію можна представити у вигляді двох доданків, один з яких – непарна функція, а другий – парна:  
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До завдань б)-в) зобразимо графіки підінтегральних функцій та обчислимо площі півкруга радіуса 2 та, відповідно, об’єднання трикутників ABC, CDE i EFG: 
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У завданні г): продиференціюємо підінтегральну функцію та покажемо, що на даному проміжку вона є сталою: 
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. Враховуючи умову, що 
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, отримаємо, що похідна рівна нулю для 
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, а тому функція є сталою на даному проміжку. Обчисливши значення у якійсь точці, наприклад, 
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, а тому площа прямокутника зі сторонами 1 та 
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 (і шуканий визначений інтеграл) дорівнює 
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Розв’язування таких завдань допоможе вчителеві при роботі з обдарованими дітьми у вихованні таких моральних якостей особистості як працьовитість, завзятість у досягненні мети, наполегливість, старанність тощо. 

3. Застосування алгебри многочленів і початків математичного аналізу.

У класах з поглибленим вивченням математики вивчається теорія многочленів (значення многочлена для аргумента 
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; корінь многочлена, теорема Безу, ін.). Як правило, школярі добре вміють користуватися схемою Горнера для обчислення значень многочлена чи поділу многочлена на двочлен  (
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), але не знають, де ще, крім алгебри, можна використати свої знання. В цій статті хотілось би звернути увагу на доцільність використання цих знань учнів при обчисленні похідних в точці, складанні рівняння дотичної до графіка функції в точці, дослідженні функцій, обчисленні інтегралів. Проілюструємо це на прикладах, що розташовані в порядку зростання складності [2]. Нагадаємо деякі положення теорії многочленів. Нехай 

f(x)= anxn+ an-1xn-1+…+ a1x+a0   -
многочлен від однієї змінної степеня 
[image: image225.wmf].
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  При діленні многочлена  f(x)  на двочлен вигляду  (x-x0)  отримаємо деякий многочлен степеня  (n-1)  і остачу  r0.  Тоді з рівності 

    anxn+an-1xn-1+…+a1x+a0=(x-x0)(bn-1xn-1+bn-2xn-2+…+b1x+b0)+r0       

 (1)

матимемо такі формули для r0 ,b0 ,…,bn-1 :

                             bn-1 =an ,

                             bn-2=x0 bn-1+an-1 , 
                               bn-3=x0 bn-2+an-2 ,                                                    


   (2)
                               . . .

                               b1=x0 b2+a2 ,

                               b0=x0 b1+a1 ,

                               r0=x0 b0+a0 ,

які отримуються після розкриття дужок і зведення подібних членів в рівності  (1).  Отримані результати зручніше всього розташовувати за схемою Горнера 

	
	an
	an-1
	an-2
	. . .
	a1
	a0

	x0
	bn-1
	bn-2
	bn-3
	. . .
	b0
	r0


де в першому рядку розташовані коефіцієнти многочлена  f(x)  (діленого), у другому рядку зліва x0 , далі  –  коефіцієнти многочлена-частки і остача r0  , які обчислюються за формулами (2): перший коефіцієнт другого рядка зноситься без змін  (bn-1 =a n ) , а кожний наступний елемент цього рядка отримаємо, помноживши попередній на  x0   і додавши елемент верхнього рядка, що стоїть правіше від нього.

Далі, якщо застосувати процес послідовного ділення до многочлена-частки від ділення f(x)  на (x-x0), отримаємо для многочлена-частки:

                 bn-1xn-1+ … + b1x+b0=(x-x0)( cn-2xn-2+ cn-3xn-3+…+ c1x+c0)+ r1 ,

а потім і до всіх наступних часток – те ж саме, отримаємо результати, які зручно звести в одну таблицю:

	
	an
	an-1
	. . .
	a3
	a2
	a1
	a0

	x0
	bn-1
	bn-2
	. . .
	b2
	b1
	b0
	r0

	x0
	cn-2
	cn-3
	. . .
	c1
	c0
	r1
	

	x0
	dn-3
	dn-4
	. . .
	d0
	r2
	
	

	. . .
	. . .
	. . .
	. . .
	
	
	
	

	x0
	an
	rn-1
	
	
	
	
	

	x0
	an
	
	
	
	
	
	


Підставимо рівність

       bn-1xn-1+ … + b1x+b0=(x-x0)( cn-2xn-2+ cn-3xn-3+…+ c1x+c0)+ r1 

в рівність  (1) , матимемо

       anxn+ … + a1x+a0=(x-x0)((x-x0)(cn-2xn-2+…+ c1x+c0)+ r1)+r0 =

                   =r0+r1(x-x0)+( cn-2xn-2+ …+ c1x+c0)(x-x0)2 .

Після розкладу многочлена  (cn-2xn-2+ …+ c1x+c0) за степенями    (x-x0)  і т.д.  і підстановки в  попередню рівність матимемо: 

       f(x)= an xn +… + a1 x+a0=r0+ r1(x-x0)+r2(x-x0)2+ …+rn-1(x-x0)n-1+an(x-x0)n   -     (3)
розклад многочлена  f(x)  за степенями  (x-x0) .

Якщо продиференціювати отриману рівність  1,2,…,n  раз:

   f’(x)= r1+2r2(x-x0)+3r3(x-x0)2+ …+(n-1)rn-1(x-x0)n-2+nan(x-x0)n-1,
   f”(x)= 2r2+6r3(x-x0)+ …+(n-1)(n-2)rn-1(x-x0)n-3+n(n-1)an(x-x0)n-2,
                    . . .

   f(n-1)(x)= (n-1)(n-2)…2rn-1+n(n-1)(n-2) … 2an(x-x0),

   f(n)(x)= n(n-1)(n-2)…2an

і обчислити значення похідних при  x=x0 , матимемо:

            f ’(x0)= r1 ,    f”(x0)= 2r2 ,   f(3)(x0)= 6r3 ,  . . .  ,   f(n)(x0)= n! an ; 

 (з рівності  (1) матимемо додатково   f(x0)=r0 ), або звідси:
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А тоді з рівностей (1) і (3) маємо:


[image: image232.wmf]f

x

f

x

f

x

x

x

f

x

x

x

(

)

(

)

'

(

)(

)

'

'

(

)

!

(

)

=

+

-

+

-

+

0

0

0

0

0

2

2


                                               
[image: image233.wmf]+

+

-

K

f

x

n

x

x

n

n

(

)

(

)

!

(

)

0

0

   -                    


(4)

це є формула Тейлора для многочленів, що вивчається у вищій математиці.

Розглянемо декілька прикладів.

Приклад 1. Розкласти многочлен f(x)=x3-x+1 за степенями (x-2).

Розв’язання. Використаємо схему Горнера. Коефіцієнти нашого многочлена  (1,0,-1,1), x0 = 2:

	
	1
	0
	-1
	1

	2
	1
	2
	3
	7

	2
	1
	4
	11
	

	2
	1
	6
	
	

	2
	1
	
	
	


Тоді шуканий розклад: f(x)=(x-2)3+6(x-2)2+11(x-2)+7.

Приклад 2.  Спростити вираз 

             f(x)=3(x+3)4-12 (x+3)3+5(x+3)2+2(x+3)+40.

Розв’язання. Задачу можна переформулювати так: розкласти многочлен за степенями  x.  Очевидно, якщо ввести заміну  x+3=y ,  звідки  x=y-3,  матимемо задачу, описану в прикладі  1: розкласти многочлен 3y4-12 y3+5y2+2 y+40  за степенями  (y-3), отже   y0=3 . Використаємо схему Горнера:

	
	3
	-12
	5
	2
	40

	3
	3
	-3
	-4
	-10
	10

	3
	3
	6
	14
	32
	

	3
	3
	15
	59
	
	

	3
	3
	24
	
	
	

	3
	3
	
	
	
	


Звідки маємо 

 3 y4-12 y3+5 y2+2 y+40 = 3(y-3)4 +24 (y-3)3+59(y-3)2+32(y-3)+10,

 або  f(x)=3 x4+24 x3+59 x2+32 x+10.

Приклад 3.  Встановити кратність множника  (x-2)  у многочлені

f(x)=x5- 4x4+x3+10 x2-4 x-8.

Розв’язання. Використаємо схему Горнера:

	
	1
	-4
	1
	10
	-4
	-8

	2
	1
	-2
	-3
	4
	4
	0

	2
	1
	0
	-3
	-2
	0
	

	2
	1
	2
	1
	0
	
	

	2
	1
	4
	9
	
	
	


Після ділення  f(x)  на  (x-2)3  буде многочлен з коефіцієнтами (1,2,1), який не ділиться без остачі на  (x-2)  ( бо остача від ділення многочлена    x2+2x+1  на  (x-2)  дорівнює  9 ),  отже     f(x)=(x-2)3 (x2+2x+1)= (x-2)3 (x+1)2.  Таким чином, кратність множника  (x-2) у многочлені  f(x) рівна 3.

Ми навели приклади, що розглядаються в теорії многочленів. Спираючись на ці приклади, розглянемо задачі з курсу елементарної математики, алгебри і початків аналізу, що розглядаються в школі.

Задача 1.  Спростити вираз:  
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Розв’язання. Після зведення до спільного знаменника, матимемо
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,
а тоді, як і в прикладі  2, розкладемо чисельник за степенями  x (заміна  x-1=y, x=y+1, y0= -1):

	
	1
	2
	-3
	2
	-2

	-1
	1
	1
	-4
	6
	-8

	-1
	1
	0
	-4
	10
	

	-1
	1
	-1
	-3
	
	

	-1
	1
	-2
	
	
	

	-1
	1
	
	
	
	


І тоді 
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Задача 2.  Знайти значення многочлена  f(x)=x4 -2x3-3x2 +4x+4 і його похідних при  x0 =1.

Розв’язання. Використаємо схему Горнера

	
	1
	-2
	-3
	4
	4


	1
	1
	-1
	-4
	0
	4

	1
	1
	0
	-4
	-4
	

	1
	1
	1
	-3
	
	

	1
	1
	2
	
	
	

	1
	1
	
	
	
	


Тоді
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Задача 3.  Відновити многочлен f(x), якщо відомі значення многочлена і його похідних в точці x0: f(x0)=20,  f’(x0)=5,  f”( x0)=-12, f(3)( x0)=-42,  f(4)( x0)=-48,  f(5)( x0)=240, f(n)( x0)=0,  n>5,  x0=-2.

Розв’язання. З рівності (4) матимемо:
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А тоді, виконавши процедуру, описану в прикладі 2, матимемо:

	
	2
	-2
	-7
	-6
	5
	20

	2
	2
	2
	-3
	-12
	-19
	-18

	2
	2
	6
	9
	6
	-7
	

	2
	2
	10
	29
	64
	
	

	2
	2
	14
	57
	
	
	

	2
	2
	18
	
	
	
	

	2
	2
	
	
	
	
	


І шуканий многочлен має вигляд:   
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Задача 4.  Скласти рівняння дотичної до графіка функції  y=x4-3 x2-1  в точці x0=2. 

Розв’язання. Як відомо, рівняння дотичної до графіка функції y= f(x), має вигляд

                              y=f(x0)+ f’(x0)(x-x0).                                             


(5)

За схемою Горнера обчислимо значення функції і її першої похідної в точці  x0=2 :

	
	1
	0
	-3
	0
	-1

	2
	1
	2
	1
	2
	3

	2
	1
	4
	9
	20
	


Звідки   f(2)=3, f’(2)=20. Тоді рівняння дотичної y=3+20(x-2), або y=20 x- 37.

Задача 5.  Знайти кут між дотичною до графіка функції 

 y=x3-2 x +5  в точці з абсцисою  x0=1  і віссю Ox .

Розв’язання. Як відомо, тангенс кута нахилу прямої до додатнього напряму вісі абсцис є кутовий коефіцієнт в рівнянні прямої:  
[image: image251.wmf]a

tg

k
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 , а кутовий коефіцієнт в рівнянні  (5)  - це   f’(x0). Обчислимо значення першої похідної  y=f(x)  в точці x0=1 :

	
	1
	0
	-2
	5

	1
	1
	1
	-1
	4

	1
	1
	2
	1
	


Тоді  k=1, звідки  
[image: image252.wmf]1
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, 
[image: image253.wmf]a

=450.

Задача 6.  Знайти кут між дотичною до графіка функції  y=4 x3-15 x2+11x+9  в точці з абсцисою  x0=2  і віссю  Oy.

Розв’язання. У попередній задачі ми обчислили кут 
[image: image254.wmf]a

 між прямою і віссю аб​сцис. Тоді шуканий кут 
[image: image255.wmf]j

 відрізняється від кута 
[image: image256.wmf]a

 на 900. За схемою Горнера маємо:

	
	4
	-15
	11
	9

	2
	4
	-7
	-3
	3

	2
	4
	1
	-1
	


Тоді  k=-1;  tg 
[image: image257.wmf]a

=-1;  
[image: image258.wmf]a

=1350,  звідки  
[image: image259.wmf]j

=450 .

Задача 7. Довести, що графіки двох даних  функцій   y=x2+2x +3 і y=-3x2+2x +3 мають спільну точку і в цій точці – спільну дотичну. Скласти рівняння цієї дотичної.

Розв’язання. Неважко переконатись, що ця точка має абсцису  x0=0 . Застосуємо схему Горнера і обчислимо: f1(0), f2(0), f1’(0), f2‘(0):

	
	1
	2
	3
	
	
	-3
	2
	3

	0
	1
	2
	3
	
	0
	-3
	2
	3

	0
	1
	2
	
	
	0
	-3
	2
	


Оскільки  f1(0)= f2(0)=3, то спільна точка – A(0;3); так як  f1’(0)= =f2‘(0)=2, то рівняння спільної дотичної в точці A:  y=3+2(x-0),  або  y=2x + 3 .

Задача  8. Під яким кутом перетинаються графіки функцій y=x2-x+1 i y=x2-3 x +3 ?

Розв’язання. Щоб обчислити шуканий кут, треба обчислити кут між  дотичними  до цих кривих в точці їх перетину. З рівності  x2- x +1 = x2-3 x +3 матимемо  x0=1. Тоді знайдемо за схемою Горнера кутові коефіцієнти:

	
	1
	-1
	1
	
	
	1
	-3
	3

	1
	1
	0
	1
	
	1
	1
	-2
	1

	1
	1
	1
	
	
	1
	1
	-1
	


Так як  f1(1)=f2(1)=1,  то спільна точка – A(1;1).  Оскільки  k1=1, то 
[image: image260.wmf]a

1= 450; k2=-1, звідки  
[image: image261.wmf]a

2=1350. Тоді шуканий кут є різницею   1350 - 450 = 900.

Задача 9. Кут повороту тіла навколо осі змінюється в залежності від часу по закону 
[image: image262.wmf]j

(t)=0,2 t 2 – 0,3 t + 0,5. Знайти кутову швидкість (в рад/с) обертання в момент часу  t=10 с.

Розв’язання. Як відомо з курсу фізики, кутова швидкість в момент часу  t=t0 , є значенням похідної кутового переміщення від часу  при t=t0. Для обчислення похідної скористаємося схемою Горнера:

	
	0,2
	-0,3
	0,5

	10
	0,2
	1,7
	17,5

	10
	0,2
	3,7
	


Отже, кутова швидкість   3,7 рад/с .

Задача 10. Тіло, маса якого m= 4 кг, рухається прямолінійно по закону 
x(t) = 0,5 t2+ t+5 (м). Знайти кінетичну енергію тіла через 8 с після початку руху.

Розв’язання. Як відомо, швидкість є похідна від переміщення. Знайдемо значення похідної функції   x(t)  при  t = 8  за схемою Горнера:

	
	0,5
	1
	5

	8
	0,5
	5
	45

	8
	0,5
	9
	


Тобто   v = 9 (м/с) . Тоді кінетична енергія 
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Задача 11. Через точку з абсцисою 2, що належить параболі y= -0,6 x2, проведено дотичну до параболи, яка перетинає вісь абсцис в точці  A, а вісь ординат в точці  B . Знайти радіус  r  кола, вписаного в трикутник  AOB, де  O - початок координат.

Розв’язання. Складемо рівняння дотичної:

	
	-0,6
	0
	0

	2
	-0,6
	-1,2
	-2,4

	2
	-0,6
	-2,4
	


Тоді  y= -2,4 - 2,4(x –2)  . або   y= -2,4 x + 2,4 . Визначимо координати точок перетину дотичної з осями:  A(1;0),   B(0; 2,4) . Визначимо гіпотенузу прямокутного трикутника  AOB:  AB = 
[image: image265.wmf]2
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= 2,6;  а катети :  OB = 2,4; OA = 1.  Тоді за формулою, що пов’язує радіус  r  вписаного кола з катетами a, b  і гіпотенузою  c  прямокутного трикутника r=
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При дослідженні функцій приходиться розв’язувати задачу знаходження точок перетину графіка функції з осями координат.

Задача 12. Знайти точки перетину графіка функції 
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  з осями координат.

Розв’язання. Перетворимо вираз так, як це зроблено у задачі 1:
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	-5
	2
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А тоді 
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Знайдемо точки перетину з віссю ординат: 
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  з віссю абсцис:  
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Розв’яжемо перше рівняння системи. Відомо, якщо многочлен  anxn+…+a1 x+a0   має раціональні корені  
[image: image272.wmf]q

p

, то p є дільником вільного члена,  q  є дільником старшого коефіцієнта  Отже, у нас 
[image: image273.wmf]q
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. Тоді всі можливі значення дробу 
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  (-1  не є допустимим, див. друге співвідношення системи). За схемою Горнера переконуємось, що  1, -2, 3 – корені рівняння:

	
	1
	-2
	-5
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	-1
	-6
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	1
	0
	
	


Отже, графік функції  y=f(x) перетинає вісь абсцис тричі в точках x1=-2, x2=1, x3=3. І тоді відповідь:   A(0;6), B1(-2,0), B2(1,0), B3(3,0) .

Зауваження. Бажано задачі підбирати так, щоб їх розв’язання зводилось до розв’язання квадратного рівняння або до рівняння більш високого степеня, але з раціональними коренями, які можна знайти за схемою Горнера.

Задача 13.  Обчислити невизначений інтеграл   
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Розв’язання. Розкладемо чисельник за степенями 
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Тоді   x5- x2+1=(x-1)5 + 5(x-1)4+10(x-1)3+9(x-1)2+3(x-1)-1

i підінтегральна функція має вигляд:
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А тоді шуканий інтеграл дорівнює:
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Задача 14.  Обчислити площу фігури, обмеженої лініями:
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  і віссю абсцис.

Розв’язання. Неважко переконатися, що  
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6

8

2

)

4

4

0

(

)

1

2

1

(

=

+

-

=

-

-

-

-

-


Отже, площа шуканої криволінійної трапеції  6 кв.од. 

Звичайно, наведеними прикладами не обмежується застосування алгебри многочленів в шкільному курсі математики і вчитель зможе внести корективи у викладений матеріал в залежності від підготовки учнів, їх здібностей і інтересів. Розглянутий матеріал розглядався на гуртку КЗ «Педагогічний ліцей» і опублікований здобувачем у журналі «Математика в школі» [2].
4. Логічні та ігрові конкурсні задачі.
Із логічними та ігровими задачами школярі зустрічаються вперше ще у молодшій школі, потім вони постійно мають з ними справу у повсякденному житті. Даний пункт присвячений саме таким задачам, розв’язання яких сприяє розвитку математичної інтуїції, стимулює допитливість учнів, виробляє вміння застосовувати свої знання на практиці. При цьому послідовні, правильні логічні міркування сприяють вихованню алгоритмічної культури, розвитку логічного мислення, математичних здібностей, інтелекту учнів. Відмітимо, що важливим фактором успішної роботи над задачею є впевненість учня в тому, що він зможе її розв’язати. Якщо задача надто важка, то безрезультатні зусилля знижують ефективність мислення і погіршують можливість подальшої роботи учня. Уміло добираючи задачі, учитель повинен дати можливість своїм учням повірити в свої сили. Інтерес до задачі, бажання в ній розібратися і впевненість в тому, що вона йому «по силах», є необхідними передумовами успішного розв’язання задачі [7, 9].
Задача 1. Є 4 монети зовні однакові, всі різної ваги, і терези з шальками без важків. Як за допомогою п’яти зважувань розмістити монети в порядку спадання їхніх ваг?

Розв’язання. Зауваження: якщо б зважувань було шість: 
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, то кожну монету можна було б порівняти за вагою з кожною. Ми ж маємо лише 5 зважувань. Оберемо будь-які 3 монети і порівняємо між собою, зваживши кожну з кожною, використавши 3 зважування: 
[image: image291.wmf]3
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. Розташуємо їх в порядку спадання ваг, наприклад, A,B,C. Четверте, передостаннє зважування: порівняємо четверту монету D з середньою за вагою монетою B:

- якщо вага B більша за вагу D, то порівнюємо четверту монету D з легшою за B, тобто з C, використавши п’яте, останнє зважування: якщо вага C більша за вагу D, то A,B,C,D - і є розташування монет в порядку спадання ваг; якщо вага C менша за вагу D, то шукане розташування: A,B,D,C;

- якщо вага B менша за вагу D, то порівнюємо четверту монету D з важчою за B, тобто з A (п’яте, останнє зважування): якщо вага A більша за вагу D, маємо A,D,B,C; якщо вага A менша за вагу D, то D,A,B,C.

Задача 2. Є чотири монети, серед яких одна фальшива (невідомо, легша вона чи важча за справжню). Вага кожної справжньої монети p. Як за два зважування на терезах можна знайти фальшиву монету і встановити, легша вона за справжню чи важча, якщо є одна гиря вагою p? 

Розв’язання.

Нехай A,B,C,D – дані монети. Візьмемо дві з них, наприклад, A і B, і по​кладемо на одну шальку терезів, а на іншу покладемо, наприклад, монету C і гирю p. 

Випадок 1. Якщо терези в рівновазі, то фальшивої монети серед них немає, і фальшива монета – D. Друге зважування витратимо для того, щоб взнати, легша фальшива монета за справжню чи ні (порівнявши D з гирею p чи однією з монет A,B,C).

Випадок 2. Якщо терези неврівноважені, то можливо:

2.1. Вага монет A і B більше ваги монети C і гирі p, тоді:

а) або фальшива монета більш важка за справжню і знаходиться серед A і B;    

б) або фальшива монета C і вона легша за справжні.

2.2. Вага монет A і B менша ваги монети C і гирі p, тоді:

а) фальшива монета більш легка за справжню і знаходиться серед A і B;

б) фальшива монета C і вона важча за справжні.

Визначимо за допомогою другого зважування, який випадок ми маємо: покладемо на одну шальку терезів A, на іншу – B. Якщо терези врівноважені (тобто і A, і B – справжні), маємо випадок б); якщо рівноваги немає – маємо випадок а).

Задача 3. Є терези і важки (гирі) і є n мішків (n>1). У кожному мішку, крім одного, лежать справжні монети масою 10 г, які на 2 г легші за фальшиві. Як за до​помогою одного зважування визначити, в якому мішку лежать фальшиві монети, як​що відомо, що монети одного і того ж мішка – або всі справжні, або всі фальшиві?

Розв’язання. Візьмемо з першого мішка одну монету, з другого – дві,…, з n-го - мішка – n монет. За допомогою терезів і гир взнаємо їхню масу, нехай m – маса цих монет. Якби всі монети були справжні, то їхня маса була б:
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Оскільки серед монет є фальшиві, то різниця m-M покаже, на скільки грамів отримана маса більша за очікувану масу справжніх монет. Поділивши її на 2 г, отримаємо кількість фальшивих монет. Так як з і-го мішка брали і монет, то кількість фальшивих монет вказує на номер мішка з фальшивими монетами.

Розв’язання таких задач підтримує увагу, інтерес дітей, стимулює їхню творчість, адже дитяча природа по суті своїй діяльна, творча. Задачі з логічним навантаженням розв’язувати куди цікавіше, ніж прості задачі. Крім того, задачі на зважування не потребують якихось специфічних знань, їх можна розв’язувати всією родиною, шукати різні варіанти розв’язання, і водночас, прагнути знайти оптимальний.

Задача 4. Є 6 монет, зовні однакових: 3 монети справжні і 3 монети фальшиві (більш важкі). За допомогою трьох зважувань визначити, до якої групи відноситься кожна з монет – до справжніх чи фальшивих (зважування на терезах без важків), якщо всі справжні монети мають однакову вагу і всі фальшиві мають однакову вагу.

Розв’язання. Позначимо монети A,B,C,D,E,F. Покладемо на одну шальку терезів монету A, на іншу – монету B (перше зважування). Тоді є рівно дві можливості: або одна з монет важча (не порушуючи загальності міркувань, можна вважати, що важчою є монета B), або обидві монети мають однакову вагу:

Випадок 1. Нехай вага A менша за вагу B (тоді A – справжня, B – фальшива). Знімемо монету B і на її місце покладемо C (друге зважування):

1.1. Якщо терези врівноважені, то C – справжня монета (бо має ту ж саму вагу, що і монета A); тоді серед монет D,E,F – дві фальшиві, більш важкі, і одна справжня. Поклавши на одну шальку терезів D, на іншу E, отримаємо:

- якщо терези врівноважені, то D і E – однакової ваги, обидві фальшиві. І тоді A,C,F – справжні монети; B,D,E – фальшиві монети;

- якщо D має більшу вагу за E, то фальшивими є D і F, а справжньою – E (A,C,E – справжні монети; B,D,F – фальшиві монети);

- якщо D має меншу вагу за E, то D і є єдиною справжньою монетою серед D,E,F (A,C,D - справжні монети; B,E,F- фальшиві монети).

1.2. Якщо терези неврівноважені: A – справжня, більш легка, тоді C – важча, тобто фальшива. Маємо: A – справжня, B і C – фальшиві, тоді серед монет D,E,F одна фальшива (важча) і дві справжні. За третє зважування ви​значаємо справжню монету – кладемо на одну шальку терезів D, на іншу – E:

- терези врівноважені, отже, D і E – однакові, тобто справжні (A,D,E – справжні, B,C,F – фальшиві);

- терези неврівноважені, більш важка монета є фальшивою: переважила D, отже, A,E,F – справжні монети; B,C,D – фальшиві; переважила E, – A,D,F – справжні монети; B,C,E – фальшиві.

Випадок 2. Нехай після першого зважування терези врівноважені (A і B мають однакову вагу). Знімаємо монету B, кладемо на її місце C (друге зважування).

2.1. Якщо терези врівноважені, то A, B і C належать до однієї і тієї ж групи монет. За третє зважування (порівнявши A з D; чи A+B+C з D+E+F) визначаємо: більш легкі монети – справжні, важчі – фальшиві. 

2.2. Якщо терези неврівноважені, то:

- якщо вага A більша за вагу C, маємо: A і B – фальшиві, C – справжня. Серед монет D,E,F є одна фальшива (важча) і дві справжні. За третє зважування, порівнявши D з E, маємо за умови врівноважених терезів: C,D,E – справжні, A,B,F – фальшиві; якщо D переважила E, то A,B,D – фальшиві, C,E,F – справжні; якщо E переважила D, то A,B,E – фальшиві, C,D,F – справжні.

- якщо вага A менша за вагу C, то A і B – справжні, а C – фальшива. Серед монет D,E,F – одна справжня (більш легка) і дві фальшиві. За третє зважування, порівнюючи D з E, знаходимо більш легку справжню монету.

Задача 5. Є три пари ювілейних монет. Зовні будь-яка пара монет виглядає повністю однаково, але одна з двох монет у кожній парі є фальшивою (важить трохи більше справжньої). Всі три фальшиві монети мають однакову вагу, всі три справжні – також рівні за вагою. За допомогою двох зважувань на терезах без важків визначити, яка з монет в кожній парі фальшива.

Розв’язання. Позначимо монети кожної пари: A
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 і A
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, B
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 і B
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, C
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 і C
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. Покладемо на одну шальку терезів по одній монеті з першої і другої пари, а на другу – з другої і третьої пари, наприклад: A
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+B
[image: image300.wmf]1

 і B
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+C
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. Можливі три варіанти:

1) рівновага. Так як одна з монет B
[image: image303.wmf]1

, B
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 більш важка, то серед монет, що лежать на кожній шальці терезів, по одній легкій і одній важкій (тобто всього 2 справжні і 2 фальшиві).
Друге зважування: порівнявши монети B
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 і B
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, взнаємо, яка з них справжня (більш легка) і яка фальшива. Тоді та, що була поруч із справжньою при першому зважуванні, є фальшивою. Наприклад, B
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>B
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, отже, B
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– фальшива, тоді А
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– справжня; B
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– справжня, С
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– фальшива; а отже, А
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- фальшива, С
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– справжня;

2) нехай ліва шалька терезів переважила праву: A
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+B
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>B
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+C
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. Тоді монета B
[image: image319.wmf]1

 (зліва) важча за монету B
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 справа (спробуйте це довести від супротивного); а

вага монети А
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 або дорівнює вазі С
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 (тобто обидві легкі, отже, справжні; або обидві важкі, тобто фальшиві), або монета A
[image: image323.wmf]1

 більш важка за монету С
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 (монета A
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 – фальшива, C
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 - справжня).

Друге зважування допоможе це встановити: візьмемо на одну шальку терезів B
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+B
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, а на другу – ці ж таки A
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+C
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:

  а) у випадку рівноваги (із вище зазначених можливостей) маємо: A
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 більш важка, C
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 - більш легка (відповідь: справжні A
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, B
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, C
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; фальшиві A
[image: image336.wmf]1

, B
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, С
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);

  б) перевага на боці B
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+B
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, тоді маємо: і A
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, і C
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 – легші (відповідь: A
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, B
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, 
C
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 – справжні; A
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, B
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, C
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 – фальшиві);

  в) переважили A
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+C
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. Тоді і A
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, і C
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 - важчі (відповідь: A
[image: image353.wmf]2

, B
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, C
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 – справжні; A
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, B
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, C
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 - фальшиві).

3) якщо переважила права шалька терезів, тобто A
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+B
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<B
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+C
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, тоді B
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 – фальшива. Усі міркування пункту 2 слід повторити, замінивши скрізь букви A на C і C на A. Задача розв’язана.

Задача 6. Відомо, що серед n монет (n(2) є одна фальшива, більш легка за інші. За скільки (найменше) зважувань за допомогою терезів без важків можна виявити фальшиву монету. Указати відповідь при n =243; 241; 245.

Розв’язання. При n=2 розв’язання задачі очевидне.

При n=3: покладемо на кожну шальку терезів по одній монеті (лишиться ще одна монета). Якщо терези будуть в рівновазі, то це означає, що обидві монети нефальшиві, а тоді фальшивою є та монета, що лишилася. Якщо терези неврівноважені, то фальшива монета - серед них (більш легка). Отже, вистачить одного зважування.

При 3(n(9 потрібно вже два зважування. Покажемо це для n=9. Покладемо на кожну шальку по 3 монети (3 монети лишилися); якщо терези врівноважені, то фальшива монета знаходиться серед тих трьох монет, що лишилися; якщо терези неврівноважені, то фальшива монета знаходиться серед тих трьох монет, що більш легкі. І тоді потрібно ще одне зважування, щоб серед трьох монет знайти фальшиву. Для n=8: 8=3+3+2: на терези кладемо 3 та 3 монети. Визначаємо, де фальшива: або серед двох, або серед трьох. Одного зважування досить, щоб визначити фальшиву монету серед цих двох чи трьох. (Подумайте: якщо монет 5 чи 7, як найзручніше їх розбити на групи, щоб (можливо) вистачило навіть одного зважування?). 

Якщо 3
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(n(3
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, досить 3-ох зважувань:  27:3=9;  9:3=3;  3:3=1. Якщо 3
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(n(3
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, досить чотирьох зважувань, якщо 3
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(n(3
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, то треба виконати п’ять зважувань. Оскільки 243=3
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, то досить 5 зважувань. Якщо монет 241 (3
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(241(3
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), то треба теж 5 зважувань, якщо монет 245, то п’яти зважувань може бути не досить, а треба, взагалі кажучи, 6 зважувань, бо 245 задовольняє умову 3
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(245(3
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. Але може так статися, що і за одне зважування вдасться знайти більш легку монету. Спробуємо пояснити свої міркування. Оскільки п’яти зважувань для 245 монет все одно не вистачить, а п’яти зважувань вистачить для 243 монет, то одне зважування можна використати для 245-243=2 монет: поклавши їх по одній на шальки терезів, можемо отримати:

- вони в рівновазі, тобто обидві монети є справжніми, тоді ще 5 зважувань треба витратити для 243 монет, що лишилися;

- вони неврівноважені – тоді фальшива монета (більш легка) – знайдена за одне зважування.

Задача 7. Деякі з шести монет (зовні однакових) є фальшивими, більш важкими. Серед цих монет можуть бути усі справжні, але не можуть бути усі фальшиві. Як за допомогою чотирьох зважувань на терезах без важків встановити кількість фальшивих монет. Розв’язати цю задачу, якщо кількість монет 2n, n(3, вказати, за яке найменше число зважувань можна встановити кількість фальшивих монет.

Розв’язання. З умови задачі випливає, що кількість фальшивих монет може бути одним з чисел {0,1,…,5}. Розіб’ємо усі монети на пари; їх утвориться три. Візьмемо першу пару монет і покладемо по одній монеті на різні шальки терезів. Можливі випадки:

Випадок 1. Терези в рівновазі (тобто обидві монети однакові  - або справжні, або фальшиві); покладемо (друге  зважування) їх на одну шальку терезів і порівняємо з  другою парою; потім з третьою (третє зважування). Якщо  при цьому щоразу буде рівновага, то всі 6 монет однакові, справжні (подумайте, чому всі саме справжні?). Відповідь: фальшивих монет немає. 

І взагалі, якщо жодного разу не отримали неврівноважені терези, то за n таких зважувань (для 2n монет) можна стверджувати: фальшивих монет немає.

Випадок 2. Нехай хоч би на якомусь кроці терези неврівноважені. Це означає, що фальшиві монети є. Алгоритм  відшукання кількості фальшивих монет той самий: кладемо на кожну шальку терезів по одній монеті; друге зважування – ці монети кладемо на одну шальку терезів і порівнюємо з другою парою і т.д.

Зауваження 1. Порівнювати найпростіше з парою «справжня монета + фальшива»:  адже якщо нова пара більш легка, то обидві монети цієї пари справжні, до кількості фальшивих монет нічого не додаємо; якщо нова пара врівноважує вказану пару, то тут є тільки одна фальшива монета і до кількості фальшивих монет додаємо 1; якщо  нова пара більш важка, то обидві монети цієї пари фальшиві, до кількості фальшивих монет додаємо число 2.

Зауваження 2. Якщо з першого кроку вдалося утворити пару «справжня + фальшива» монети, тобто терези після першого зважування не були в рівновазі, то щоб визначити кількість фальшивих монет серед  2n монет, досить n зважувань.

Якщо ж за перше зважування не вдалося утворити пару «справжня + фальшива» монети, покажемо, як це зробити за один додатковий крок  (крім випадку 1, коли це неможливо; його ми описали вище). І тоді серед 2n монет кількість фальшивих монет ми визначимо за (n+1)-е зважування.

Нехай на першому кроці – рівновага, тобто обидві монети – однакові. Кладемо їх на одну шальку терезів і порівнюємо з іншою парою (друге зважування): усі пари, що мають ту ж саму  вагу, що і ця пара, нас поки  що не цікавлять. Нехай на якомусь кроці виявилося:

Випадок 2.1. Перша пара монет переважила якусь пару, тоді обидві монети першої пари (і всіх тих пар, що мали ту ж саму вагу, що і перша пара) фальшиві (вони однакові і не можуть бути справжніми, адже справжні монети – легші). Додаткове зважування витратимо на те, щоб взнати, якими є обидві монети з цієї другої пари (вони можуть бути або справжніми, або ж одна з них фальшива): покладемо їх по одній на шальки терезів:

- у випадку рівноваги терезів обидві монети цієї пари є справжніми і, взявши одну монету з першої пари, а другу – з цієї  пари, матимемо набір «справжня + фальшива» монети, з яким  порівнюємо всі інші пари;
- у випадку неврівноважених терезів одна з монет – фальшива, тоді це і є  той набір, з яким порівнюватимемо всі інші пари.
Випадок 2.2. Якщо нова пара монет переважила нашу першу пару, то обидві монети першої пари справжні (адже вони однакові, більш легкі). Тоді в новій парі або обидві монети фальшиві, або фальшивою є тільки одна монета. Додаткове зважування (порівняння цих двох монет) дасть можливість утворити набір «справжня + фальшива» монети:

- терези, на шальках яких лежить по одній монеті, врівноважені, отже, обидві монети фальшиві; взявши одну монету з першої пари і одну з цієї пари,  продовжуємо порівнювати з ними інші пари;

- терези неврівноважені, серед монет лише одна фальшива, цей набір є оптимальним.

Таким чином, за (n+1)-е зважування ми взнаємо кількість фальшивих монет. Наприклад, щоб відповісти на питання, скільки серед 20 монет є фальшивих, досить виконати 11 зважувань, але, можливо, і за 10 зважувань матимемо відповідь (див. випадок 1, зауваження 2 до випадку 2).

Дещо окремо в цьому ряді задач стоїть наступна задача, яка, на перший погляд, дуже схожа на задачу 6, проте вимагає розбиття вже не на трійки, а пари об’єктів.  

Задача 8. Є 16 зовні однакових монет, серед яких лише 2 радіоактивні. За 8 перевірок визначити обидві радіоактивні монети, якщо за одну перевірку є можливість з’ясувати: чи є хоч би одна радіоактивна монета в досліджуваній групі монет.

Розв’язання. На кожному етапі перевірки треба ділити монети навпіл: 16=8+8, і далі перевіряти 2 утворені групи по 8 монет. Перші дві перевірки можуть дати:

Випадок 1. Перша група з 8 монет радіоактивна, інша – ні. Тоді обидві радіоактивні монети знаходяться в першій групі серед 8 монет: 8=4+4; наступні дві перевірки дають змогу визначити,  де радіоактивні монети:

1.1. Група з 4 монет радіоактивна, друга четвірка – ні. Ділимо монети першої групи навпіл по 2 монети. Наступні 2 перевірки  дають можливість встановити, де радіоактивні монети:

- 2 радіоактивні, 2 – ні. Кінець, всі радіоактивні монети знайдені за 6 перевірок;
- і дві перші, і дві другі дають позитивний результат при перевірці на радіоактивність. Витративши по одній спробі на кожну пару (перевіряємо одну монету: або сама вона радіоактивна, або вона – ні, тоді та, що з нею в парі, радіоактивна). За 8  спроб визначимо всі радіоактивні монети.

1.2. І перша, і друга четвірки мають радіоактивні монети. Тоді в кожній четвірці рівно по одній радіоактивній монеті. Вже використано 4 спроби. Лишилося по 2 спроби для кожної четвірки. Спроба перша: розбиваємо четвірку на 2 групи по 2 монети і перевіряємо лише одну групу з  двох монет: якщо вона дає позитивний результат при перевірці на радіоактивність, то єдина радіоактивна монета тут, якщо ні – серед двох інших. Остання спроба  дозволяє знайти серед двох  (2=1+1) єдину радіоактивну. Оскільки вказану процедуру виконуємо для обох четвірок, то за 8  спроб знаходимо всі радіоактивні монети.

Випадок 2. І перша вісімка,  і друга – радіоактивні. Вже витрачено 2 спроби. Тоді в кожній групі рівно по одній радіоактивній монеті. Маємо по 3 спроби на кожну групу, щоб визначити обидві радіоактивні монети:

1.Розбиваємо кожну групу на дві четвірки, перевіряємо лише одну четвірку, бо є всього одна  радіоактивна монета, визначаємо, де вона. (При кожній перевірці користуємось правилом: якщо ця група монет дає позитивний результат при перевірці на радіоактивність, тоді єдина радіоактивна монета тут; в  противному випадку радіоактивна монета в іншій групі).

2. Вибираємо радіоактивну четвірку, розбиваємо її навпіл і перевіряємо лише одну пару монет. Визначаємо радіоактивну пару.

3. З радіоактивної пари монет перевіряємо лише одну монету. 

Таким чином, за 8 спроб вдасться відібрати всі радіоактивні монети.

Зауваження. Якби радіоактивних монет було не дві, а одна, то проб треба було б вдвічі менше.

Задача 9. За скільки найменше випробовувань вдасться знайти єдиний отруйний стакан серед 64 стаканів лимонаду? (Вказівка: задача розв’язується аналогічно до задачі 8 – поділом навпіл; потрібно 6 випробовувань).
В ігрових задачах під стратегією успіху розуміють план гри, реалізація якого дає змогу гравцю отримати перемогу незалежно від дій суперника. Задача вважається розв’язаною, якщо вказана виграшна стратегія.

Задача 10. На дошці написано вираз (n – ціле число):

↔n12↔n11↔n10↔n9↔n8↔n7↔n6↔n5↔n4↔n3↔n2↔n.

Двоє гравців грають у таку гру: вони по черзі роблять один хід, ставлячи замість одного знака ↔ знак «+» або «-». Гравець, який хо​дить другим, прагне, щоб отриманий вираз після 12 ходів ділив​ся на 6, а гравець, який розпочинає гру першим, прагне завадити цьому. Вкажіть виграшну стратегію другого гравця.

Розв’язання. Спочатку другому гравцеві треба утворити пари 
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. Потім, відповідаючи на хід першого гравця, замінити «
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» в тій парі, в якій щойно замінив 1-й гравець, поставивши знак протилежний знаку першого гравця. Оскільки 
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, то кожна «пара» при будь-якому цілому 
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 ділиться на 6, а тому й весь вираз буде ділитися на 6.
Задача  11. На 13 паперових картках написали перші 13 натуральних чисел: на кожній картці одне число і на різних картках – різні числа. Потім картки перевернули і на зворотному боці кожної картки в довільному порядку написали числа 1, 2, ..., 13. Після цього знайшли суми чисел, написаних на кожній картці, й перемножили їх. Довести, що одержане число [image: image381.wmf]p

 – парне.

Розв’язання. Позначимо буквами [image: image382.wmf]13
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 буде парним, якщо хоч один із множників є парним числом. Оскільки серед чисел [image: image386.wmf]13
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 непарних – 7, то існує картка, на обох сторонах якої написані непарні числа [image: image388.wmf]i
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 та [image: image389.wmf]i
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. Сума цих чисел – число парне, а тому добуток  [image: image390.wmf]p

  також парне число.
Наступне завдання було запропоноване на XVI Всеукраїнській заочній математичній олімпіаді журналу «У світі математики», 2012 рік. 
Задача 12. Двоє фокусників показують такий фокус. Перший фокусник виходить з кімнати. Другий фокусник дістає колоду із 100 карт, занумерованих числами 1,2, …, 100 та просить трьох глядачів вибрати по одній карті. Подивившись на вибрані кожним з глядачів карти, він додає до них ще одну карту з колоди. Глядачі тасують ці чотири карти та звуть першого фокусника. Він дивиться на чотири карти та вгадує, яку з них вибрав перший глядач, яку другий та яку – третій. Довести, що фокусники можуть домовитися між собою так, аби завжди вгадувати карти.

Розв’язання. Оскільки у кінцевому варіанті буде 4 різні карти (4 числа), то можливих розташувань чисел 1-го, 2-го, 3-го гравців (
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Оскільки усього карт – сто, а вибраних гравцями карт – три, то при будь-якому виборі карт гравцями обов’язково знайдеться підряд вільних місць під 24 карти (див. рис.1, 2), серед яких треба вибрати одну фокуснику. 
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Нехай 1-ий гравець обрав число 31, другий 42, а третій 43. Тоді є вільних 24 числа як попереду цього ряду чисел, так і позаду (достатньо одного варіанту). Нехай другий фокусник обирає з першого набору 24-ох чисел собі число (усі ці числа є різноостаточними при діленні на 24); число 
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 фокусника є найменшим з усіх чотирьох чисел (варіанти 19-24), далі він дивиться на розташування чисел усіх гравців і обирає серед цих варіантів прийнятний (19-ий варіант). Його задача вивести число 
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 для іншого фокусника. Це можна, зробити, так: 
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, тобто сума чисел, обраних трьома гравцями 
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. Оскільки треба вивести число 19, то серед перших 24-ох чисел він вибирає число 23, і тоді сума усіх чотирьох чисел є 
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. Інший фокусник заходить і бачить числа 23, 31, 42, 43, знаходить їхню суму 
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 і каже: найменше число – фокусника, наступне – першого гравця, і т.д. (згідно домовленості)
Запропоновані задачі направлені на поглиблення та розширення змісту програмного матеріалу й можуть бути корисними як школярам, які люблять математику, так і студентам, вчителям – керівникам факультативів і математичних гуртків.
5. Подільність у конкурсних і олімпіадних задачах.
Теоретико-числові задачі на подільність часто зустрічаються на різних математичних турнірах, олімпіадах, конкурсах. Не секрет, що такі задачі викликають великі труднощі не тільки у школярів та студентів, а й у досвідчених вчителів, оскільки як правило потребують нестандартних підходів чи спеціальних прийомів. Спробуємо проілюструвати це конкретними прикладами.

Задача 1. Довести, що для довільного 
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Доведення (*).

Етап 1. Аналіз розв’язання задачі та висунення робочої гіпотези.
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Етап 2. Доведення (чи спростування) робочої гіпотези. 

Із означення подільності маємо: 
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Доведення (**). Очевидно, що приклад (**) можна розв’язати аналогічно до першого. Наведемо інше доведення. 

При діленні на 
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Задача 2. Довести, що для 
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Очевидно, що коли 
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Задача 3. Довести, що число виду 9n+1, де n
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Доведення. Якщо число закінчується двома і більше нуля​ми, то воно ділиться на 4, розглянемо конгруенцію за модулем 4: 
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На міській математичній олімпіаді 2012 р. для 11 класу була запропонована наступна задача.

Задача 4. Знайти усі непарні числа з проміжку (500; 1000), у кожного з яких сума останніх цифр усіх дільників, враховуючи 1 і саме це число, дорівнює 33.

Розв’язання. Оскільки за умовою шукані числа є непарними, то і усі їхні дільники є числами непарними. Так як число 33 є непарним, то воно є сумою непарної кількості непарних чисел. Тобто шукане число має непарну кількість дільників, а тому є повним квадратом.

Перебираємо непарні 232=529 (1, 23, 529, сума останніх цифр 13 – не підходить), 252=625 (1, 5, 25, 125, 625, сума 21 – не підходить), 272=729 (1, 3, 9, 27, 81, 243, 729, сума 33 – підходить), 292=841 (1, 29, 841, сума 11 – не підходить), 312=961 (1, 31, 961, сума 3 – не підходить), 332>1000.
Відповідь: 729.

Задача 5. Число n має вигляд 
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. Якщо число n поділити на 2, то нове число буде мати на 12 дільників менше, ніж n; якщо число n поділити на 3, то нове число буде мати на 15 дільників менше, ніж n; якщо число n поділити на 5, то нове число буде мати на 20 дільників менше, ніж n. Знайти число n [19].
Розв’язання. Оскільки 
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 Отримаємо рівняння відносно 
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Відповідь: 10800. 

Задача 6. Чи існує таке натуральне n, щоб сума 1+2+…+n дорівнювала трицифровому числу з однаковими цифрами?.
Розв’язання. Нехай 
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Відповідь: 666.

Задача 7. При яких цілих n число (n2+2) ділиться на число (n+3)? [19 ].
Розв’язання. 
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, тобто (п+3) набуває значень ±1 або ±11. Маємо 4 можливості.
Відповідь: –14; –4; –2; 8.
Задача 8. Довести, що 
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[image: image547.wmf])
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Кожен доданок отриманої суми ділиться на 30, тому що, добуток k послідовних чисел натурального ряду ділиться на k! Перший доданок ділиться на 5!=120, другий – на 30, тому і сума ділиться на 30.

Умову наступного завдання взято із збірника завдань для самостійної роботи студентів 1 курсу з дискретної математики факультету кібернетики КНУ.

Задача 9. Якою цифрою закінчується число 7777?

Розв’язання. Останні цифри чисел: 71(7 (mod 10), 72(9 (mod 10), 

73(3 (mod 10), 74(1 (mod 10), звідки 74k(1 (mod 10) , 74k+1(7 (mod 10). Оскільки 777=4(194+1, тобто число виду 4k+1, то 7777 закінчується цифрою 7.
Відповідь: 7777 закінчується цифрою 7.

Умову наступного прикладу взято із збірника завдань для самостійної роботи студентів 1 курсу з дискретної математики мех.-мат. факультету КНУ.

Задача 10. Довести, що число 
[image: image548.wmf]n
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Розв’язання. Чисельник є добутком 2п послідовних натуральних чисел від 1 до 2п, серед яких є п парних, а тому (2п)! ділиться на 2п.

Наступне завдання було запропоновано учням 11-го класу на ІІІ етапі LІІ Всеукраїнської олімпіади юних математиків 2012 року. 
Задача 11. У числі 34!=295232799039*0414084761860964352*000000

дві цифри в записі замінено на зірочки. Які саме цифри було замінено? 

Розв’язання. Оцінимо, скільки у запису 34! є нулів, для цього обчислимо показник степеня, з яким входить у розклад на прості множники числа 34! число 5 (оскільки двійок значно більше): 
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. Оскільки 34! ділиться на 107, то друга пропущена цифра – [image: image551.png]


. 

Число 34! також ділиться на 9. За ознакою подільності на 9, сума його цифр ділиться на 9. Оскільки сума записаних цифр і однієї знайденої дорівнює 
[image: image552.wmf])
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, то першою пропущеною цифрою є 6. 

Відповідь: 6 і 0.
Задача 12.  Є два числа: одне з них двозначне, друге – тризначне, а в сумі ці числа дають чотиризначне число. Умови задачі виконуються, якщо всі компоненти дій дзеркально відобразити. Вказати ці числа.                                (22, 979, 1001). 

Задача 13. Хлопчик шифрує число за таким правилом: замість кожної цифри пишеться сума цифр її квадрата. Знайти кількість чисел, які при шифруванні перетворяться в число 7910.                                                                        (12).

Задача 14. Функція 
[image: image553.wmf])
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 ставить у відповідність кожному натуральному числу 
[image: image554.wmf]n

 суму його непарних цифр. Знайти 
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6. Прості і складені числа в олімпіадних задачах.
Серед задач ІІІ етапу Всеукраїнського конкурсу-захисту учнівських робіт, олімпіад мех.-мат. факультету КНУ, обласних і Всеукраїнських математичних олімпіад значне місце посідають теоретико-числові задачі  на прості числа, у тому числі прості числа в послідовностях, задачах на обчислення і доведення простоти цілих чисел.

Задача 1. Яким є НСД усіх чисел виду 
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 – прості числа, більші від трьох.

Розв’язання. 1. 
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 як добуток двох послідовних парних чисел (
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 – непарне, тоді 
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не ділиться на 
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 ділиться або 
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3. Оскільки всі числа вказаного виду діляться на 24, і для чисел 7 і 5 різниця квадратів дорівнює 24, то НСД  і є 24.

Відповідь. 24.

Задача 2. а) Знайти найменше додатне просте число 
[image: image572.wmf]p

, для якого 
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– також просте число [15]. 

б) Знайти усі додатні прості числа 
[image: image574.wmf]p

, для яких 
[image: image575.wmf]2

311

pp

++

– також просте число.

Розв’язання.

а) Підставляючи послідовно додатні прості числа 
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б) Так як 
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 ділиться на три, отже не є простим при усіх простих 
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Відповідь: при 
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Задача 3. Довести, що ні при якому 
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Доведення. 1. Очевидно, що при 
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 друге число 
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[image: image587.wmf]1
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2. Якщо показник 
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 має непарні дільники виду 
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 – не є простим, тому 
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 не може мати непарних дільників.

3. Лишився один випадок, коли 
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 – парне натуральне число, що не має непарних дільників, тобто 
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Пошуки ідеї та висунення робочої гіпотези: 
[image: image596.wmf]);
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 гіпотеза: 
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. Доведення: база індукції (перевірена); індукційне припущення: має місце для 
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А тоді третє число 
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 – ділиться на 3, а тому не є простим. Твердження доведено.

Наступне завдання пропонувалося на XVI Всеукраїнській заочній математичній олімпіаді журналу «У світі математики», 2012 рік. 
Задача 4. Знайти усі прості числа р, які можна подати у вигляді
[image: image605.wmf]3

4

4

4

-

+

+

=

c

b

a

p

, де 
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 – деякі (не обов’язково різні) прості числа [22]. 
Розв’язання.
1. Якщо усі числа 
[image: image607.wmf]c
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 – прості непарні, тоді число р парне (більше за 2), не є простим. А тому якесь із чисел 
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 – парне просте, тобто дорівнює 2. Нехай 
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2. Тоді маємо 
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а) Якщо 
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б) Якщо 
[image: image615.wmf]a

 та 
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 – різної парності, тоді число р парне, більше за 2, не просте. 

в) Нехай 
[image: image617.wmf]b
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 – обидва непарні. Використаємо, крім подільності на 2, подільність на 3. Усі числа мають вигляд 
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 та 
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 непарні, то вони не можуть мати вигляд 
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 – ділиться на три і більше за три, а тому не є простим. Якщо ж одне з чисел, наприклад а, має вигляд: 
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Оскільки число 
[image: image628.wmf]b

 – непарне, то воно може закінчуватися цифрою 1, 3, 5, 7, 9, а тоді 
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 закінчується, відповідно, цифрою 1, 1, 5, 1, 1; а число 
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, відповідно, цифрою 5, 5, 9, 5, 5. Перші два і останні два випадки відповідають непростому числу р, кратному п’яти. Середній випадок відповідає тому, що непарне просте число 
[image: image631.wmf]b

 закінчується цифрою 5, тобто 
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 не ділиться на жодне просте число 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, що не перевищує 
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, то воно є простим. 

Отже, числа 
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Відповідь: 
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Умову наступних двох завдань взято з видання умов контрольних робіт із математики на заключному етапі Всеукраїнського конкурсу-захисту науково-дослідницьких робіт учнів-членів Малої академії наук України 2009 року.

Задача 5. Знайти всі натуральні числа n, при яких число 
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Розв’язання. Розкладемо дане число на множники:
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 – просте, якщо 
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Відповідь: 
[image: image647.wmf]3
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Задача 6. Відомо, що числа p, q, q+3, 7p+5q, p−5q − додатні, прості, попарно різні цілі числа. Знайти p і q.

Розв’язання. Друге і третє число q, q+3 – прості числа різної парності. А тому одне з них дорівнює двом. Враховуючи умову додатності чисел, маємо, що q=2, q+3=5. Тоді три числа, що лишилися:  p, 7p+10=(6р+9)+(р+1), p−10=(р–1)–9, дають різні остачі при діленні на 3. А тому одне з чисел дорівнює трьом, враховуючи умову простоти. При р=3, останнє число перестає бути додатним, при 7p+10=3, р не є натуральним, отже, маємо єдину можливість: p−10=3. А тоді р=13, 7p+10=101 (просте, бо не ділиться на 2, 3, 5, 7).

Відповідь: р=13, q=2.

Задача 7. Нехай 
[image: image648.wmf]x
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[image: image649.wmf]y

 – натуральні числа. Чи може число 


[image: image650.wmf]6

4

5

2

2

2

+

+

+

-

+

y

x

y

xy

x

 бути простим натуральним числом?.
Розв’язання. Розглянемо наш вираз як квадратний тричлен відносно невідомої 
[image: image651.wmf]x

 та розкладемо його на множники: 
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[image: image654.wmf].
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 А тоді отримаємо:
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. Цей добуток може бути простим, якщо менший з множників дорівнює одиниці, а більший є простим числом. При 
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 перший множник менший за другий, а тому число може бути простим, тільки якщо 
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, оцінимо, яким є другий множник: 
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 – перший множний не дорівнює одиниці, другий за нього – більший, а тому число є складеним.

Відповідь: число не може бути простим.

Задача 8. Знайдіть усі цілі невід’ємні k, для яких число 24k+2+1 є простим [19].
Розв’язання. Виконаємо перетворення:

24k+2+1=(22k+1)2+1=[(22k+1)2+12+2·1·22k+1]-2·1·22k+1=(22k+1+1)2-22k+2=

=(22k+1+1)2-(2k+1)2=(22k+1+1-2k+1)(22k+1+1+2k+1). 

Відповідь: тільки при k=0 число є простим і дорівнює 5.

Задача 9. Знайти всі пари простих натуральних чисел 
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Розв’язання. Запишемо дану умову як квадратне рівняння відносно 
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Задача 10. Знайти усі трійки простих чисел 
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Розв’язання. Припустимо, що числа 
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; ліва частина рівності не ділиться на три, а права частина при діленні на три дає остачу нуль:  
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Відповідь: 1 пара 
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Задача 11. Натуральне число має рівно два простих дільника. Його квадрат має 51 різний натуральний дільник. Яку найбільшу кількість різних натуральних дільників може мати куб цього числа? [он-лайн олімпіада 2014 р. МФТІ].
Розв’язання: Нехай n наше число, тоді n = px ⋅ qy , де p ≠ q – прості , x , y ∈ N.

Тоді n2 = p2x ⋅ q2y , при цьому число різних натуральних дільників n2 становить (2x +1) ( 2y +1).

Це легко порахувати , виписавши всі дільники в таблицю:

1 , p , p2, ... , p2x –    2x +1 дільників

q , pq , p2q , ... , p2xq  –  2x +1 дільників

...

q2y , pq2y , ... , p2xq2y –    2x +1 дільників.

Таблиця з 2x +1 стовпцями і 2y +1 рядками , всього елементів (2x +1)·(2y +1).

Отримали рівняння в натуральних числах (2x +1) ( 2y +1 ) = 51 = 3 ⋅ 17, 

2x +1 > 1, 2 y +1 > 1 , тому отримуємо два симетричних розв’язки 
( x , y ) = ( 1,8 ) , ( 8,1 ) .

n = p ⋅ q8 або n = p8 ⋅ q , в обох випадках отримуємо одне і те саме число дільників для n3 .

n3 = p3 ⋅ q24 ⇒ число дільників дорівнює ( 3 +1) ( 24 +1 ) = 100 .

Відповідь: 100.

7. Розв’язування діофантових рівнянь та їхніх систем.
Значну кількість конкурсних теоретико-числових задач складають задачі на відшукання раціональних (цілих, натуральних) розв’язків рівнянь та їхніх систем. Діофантове рівняння – це рівняння з цілими коефіцієнтами від будь-якої кількості змінних і якого-завгодно степеня. Причому знаходяться цілі або раціональні розв’язки, до того ж кількість змінних у діофантовому рівнянні більша за кількість рівнянь. Жодна олімпіада, математичне змагання, конкурс не проходить без діофантового рівняння чи задачі, яка приводить до розв’язання таких рівнянь. У літературі зустрічається опис способів розв’язання діофантових рівнянь: метод локалізації і перебору, графічний метод, метод розкладання на множники та метод спуску. Розглянемо також використання теорії подільності до розв’язання діофантових рівнянь.

Задача 1. Доведіть, що рівняння х3–х=у2–2011у+2012  не має розв’язків у цілих числах [19].

Доведення.

Покажемо, що права частина не ділиться на 3 при будь-якому цілому у:
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Умову наступного завдання взято з видання умов контрольних робіт із математики на заключному етапі Всеукраїнського конкурсу-захисту науково-дослідницьких робіт учнів-членів Малої академії наук України 2010 року.

Задача 2. Знайти всі пари натуральних чисел (x; y), які задовольняють рівняння 
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 (враховуючи, що змінні набувають натуральних значень); 
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Відповідь: (7, 49); (8, 4).

Задача 3. а) Які остачі може давати повний квадрат при діленні на 4?

б) Чи має рівняння 3х2–4у2=13 цілочисельні розв’язки?
в) Доведіть, що рівняння х2+4х–8у=11 не має розв’язків у цілих числах [19].
Розв’язання.
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Відповідь: можливі остачі від ділення а2 на 4 дорівнюють 0 та 1.
б) Перепишемо рівняння у вигляді 4х2–4у2=13+х2, тоді ліва частина ділиться на 4, а права – не ділиться на 4 для усіх цілих х, у (остачі 1 або 2).

в) Перепишемо рівняння у вигляді х2–11=–4х+8у та матимемо, що права частина ділиться на 4, а ліва – не ділиться на 4 для усіх цілих х, у. 

Задача 4. Знайти натуральні числа 
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Розв’язання.
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2 спосіб: розв’яжемо діофантове рівняння 
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Задача 5. У множині натуральних чисел розв’язати рівняння 
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Розв’язання.
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2 спосіб. Розв’яжемо діофантове рівняння 
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 Від’ємні множники числа 15 не задоволь​няють умови задачі: 
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Відповідь: 
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Задача 6. Знайдіть усі двозначні числа, які при діленні на суму своїх цифр дають частку 5 і остачу 6.
Розв’язання. Запишемо умову задачі, врахуємо, що остача менша від дільника: 
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; ліва частина – число парне, яке не ділиться на 4, тому можливі значення для 
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 є 2; 6. При 
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, проте отримане число 21 не задовольняє умову задачі, оскільки при діленні на суму цифр 2+1=3 дає частку 7. При 
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, число 66 задовольняє умову задачі: 
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Відповідь: 66.

Задача 7. На столі лежали книги. Їх намагалися зв’язувати в пачки по 2, по 3, по 4, по 5 і по 6 штук, але незмінно одна книга залиша​ла​ся зайвою. Коли ж книги почали зв'язувати в пачки по 7 штук, то зай​вих книг не залишилося. Яке найменше число книг могло бути на столі? [19].
Розв’язання. Зведемо до рівняння: 7х=60у+1, один з розв’яз​ків отримаємо: х=43 при у=5; тоді усі розв’язки мають вигляд: х=43+60t, у=5+7t, 
[image: image798.wmf]0

N

t

Î

, а шукане число: 7·(43+60t) або 60·(5+7t)+1, тобто 301+420t, 
[image: image799.wmf]0
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. За умовою задачі число по​вин​но бути найменшим, його отримуємо при t=0: 301.
Відповідь: 301 книга.

Задача 8. На числовій прямій червоним кольором відмічено всі числа, які при діленні на 24 дають остачу 17; синім кольором – всі числа, які приділенні на 40 дають остачу 7. Знайдіть найменшу відстань між червоною та синьою точкою [19].
Розв’язання. Маємо числа 24m+17 та 40n+7, m,n – цілі. Від​стань між ними є d=|(24m+17)–(40n+7)| або d=|24m–40n+10|. Оскіль​ки m, n – цілі, то вираз (24m–40n+10)
[image: image800.wmf]M

2, тобто d – парне число. Пере​віримо, чи може бути d=2. Для цього достатньо показати, що існують розв’язки принаймні одного рівняння з двох: 24m–40n+10=2 або 24m–40n+10=–2. Розглянемо перше рівняння: 24m–40n=–8. Дослідження: НСД(24; 40)=8; –8
[image: image801.wmf]M

8, тому рівняння має розв’язки в ці​лих числах. Після спрощень, отримаємо:

–3m+5n=1; один з розв’язків (3; 2); усі розв’язки m=3+5t; n=2+3t; t
[image: image802.wmf]Z
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. Числа, між яки​ми відстань дорівнює 2, такі: 24(3+5t)+17=89+120t та 40(2+3t)+7=87+120t,
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. Ми знайшли усі такі числа, відстань між якими міні​мальна, тобто дорівнює двом, оскільки друге рівняння, про яке йшла мова у розв’язанні: 24m–40n+10=–2, не має розв’язків у цілих числах.
Відповідь: 2.

Задача 9. Розв’яжіть у натуральних числах рівняння n
[image: image804.wmf]3

+4mn=145. [22]
Розв’язання. Застосуємо метод локалізації і перебору. Оскільки числа m, n є натуральними і обидва доданки додатні, то кожен з них строго менший за 145, звідки n
[image: image805.wmf]£

5. Далі, n не може бути парним (бо тоді ліва частина ділиться на 2, а права – ні), n не ділиться на 3 (бо тоді ліва частина ділиться на 3, а права – ні), лишаються варіанти: n=1, тоді m=36; n=5, m=1.

Відповідь: (1;36); (5;1).
Задача 10. Чи кожне натуральне число, кратне чотирьом, можна подати як різницю квадратів двох натуральних чисел? Скількома способами можна подати в такому вигляді число 48? [15].
Розв’язання. Нескладно помітити, що 
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.  А тому – єдине натуральне число, кратне чотирьом, не можна подати як різницю квадратів двох натуральних чисел – це число 4.
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Зауважимо, що з умови 
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 – числа однієї парності. А тому відпадають варіанти типу 
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Відповідь: 48 можна зобразити у вигляді різниці квадратів двох натуральних чисел трьома способами 
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Задача 11. Знайти всі невід’ємні 
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, при яких розв’язки рівняння  
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 є натуральними числами [15].
Застосуємо до діофантового рівняння метод локалізації і перебору: 
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Відповідь: 
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Задача 12. Для скількох пар цілих чисел 
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Розв’язання. Виразимо 
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Тоді 
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 Очевидно, 14 пар цілих невід’ємних 
[image: image859.wmf]n
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 задовольняють останню умову.

Відповідь: 14 пар.

Наступне діофантове рівняння пропонується на заочному турі олімпіади з математики факультету кібернетики Київського національного університету імені Тараса Шевченка 2012 року.
Задача 13. Знайти усі пари цілих чисел, які задовольняють рівнянню
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Розв’язання. Розглянемо ліву частину рівняння як квадратний тричлен відносно невідомої 
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 з параметром у та розкладемо його на множники: 
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оскільки 
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, то старший коефіцієнт не дорівнює нулю. 
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А тоді отримаємо:


[image: image866.wmf](

)

.

0

2

3

3

2

1

4

6

3

8

5

4

6

2

2

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

=

+

+

-

-

+

y

y

x

x

y

y

x

xy

x

y

x


Перший і другий множники не дорівнюють нулю при цілих х, у, а тому дослідимо, при яких цілих у дріб 
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 є цілим числом. Якщо модуль чисельника менший за модуль знаменника, то дріб є цілим лише тоді, коли чисельник є нулем, отримаємо цілочисельний розв’язок рівняння (0;–3): 
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[image: image869.wmf]2

2

)

2

3

(

)

3

(

+

<

+

y

y

, звідки


[image: image870.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

¥

È

-

¥

-

Î

Û

>

-

+

Û

>

-

+

;

2

1

4

5

;

0

2

1

4

5

8

0

5

6

8

2

y

y

y

y

y

. 

Лишилося дослідити, коли модуль чисельника не менший за модуль знаменника, маємо проміжок 
[image: image871.wmf][
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.  Враховуючи умову цілості при у=–1 маємо х=–2; при у=0  х не є цілим.

Відповідь: (0;–3), (–2;–1).

Умову наступних двох завдань взято із збірника завдань для самостійної роботи студентів 1 курсу з дискретної математики факультету кібернетики КНУ.

Задача 14. На дошці виписані числа 1, 2, 3, 4, 5, 6. Дозволяється додавати по 1 одночасно тільки двом числам. Чи можуть після деякої кількості додавань всі числа стати рівними?

Розв’язання. Нехай це можливо. Тоді після n кроків усі 6 чисел стануть рівними деякому натуральному числу k, маємо діофантове рівняння 
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 – неможливо.

Задача 15.  Знайдіть усі цілі розв’язки рівняння   х2 –у2=2008.

Розв’язання. Запишемо рівняння 
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 – однакової парності. Для натуральних значень змінних 
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Врахуємо симетрію відносно осей координат і початку координат, отримаємо усі цілочисельні розв’язки: ((503;(501); ((503;
[image: image883.wmf]m

501); ((253;(249); ((253;
[image: image884.wmf]m

249).

Відповідь: ((503;(501); ((503; 
[image: image885.wmf]m

501); ((253;(249); ((253; 
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249).
На різноманітних математичних змаганнях зустрічаються системи діофантових рівнянь.

Задача 16. Розв’яжіть систему в цілих числах: 
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Розв’язання. Виключимо невідому х із системи рівнянь, отримаємо рівняння, яке залежить від двох невідомих у; z. Розв’яжемо діофантове рівняння відносно у; z та підставимо отримані значен​ня в х:
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Перевірка: 
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Відповідь: 
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Задача 17. Розв’яжіть у натуральних числах систему: 
[image: image896.wmf]î

í

ì

=

+

=

+

+

19

14

yz

x

z

y

x

 .
Розв’язання. Виключимо змінну х, отримаємо діофантове рівняння другого степеня: 
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Відповідь: (5;2;7); (5;7;2); (7;3;4); (7;4;3).

Задача 18. Знайти всі цілі 
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Розв’язання.
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Відповідь: 
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Задача 19. Знайти усі трійки цілих 
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Розв’язання. Дослідимо, чи можуть невідомі 
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Нехай невідомі відмінні від нуля. Виключимо невідомі 
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 матимемо (цілочисельні) розв’язки: 
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Відповідь: 
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8. Векторна алгебра та метод координат у геометрії.
Метод координат – це спосіб визначення положення точки, фігури або тіла за допо​могою чисел або інших символів. Числа, за допомогою яких визначається положення точки, називають її координатами. Перше застосування коор​динат пов’язане з астрономією і географією, з потребою визначити поло​ження світил на небі та певних об’єктів на поверхні Землі під час складання календаря, зоряних та географічних карт. Вперше ідеї методу координат систематично виклали за допомогою невід’ємних чисел П. Ферма (1601 - 1655) і французький філософ, математик, фізик і фізіолог Рене Декарт у своїй праці «Геометрія» в 1637 році.

Згідно нової діючої навчальної програми в пропедевтичному плані з декартовими координатами учні вперше ознайомлюються у 5 класі, вивчаючи координатний промінь; у 6 класі в темі «Раціональні числа» вивчають координатну пряму; з 7 по 12 класи в алгебрі здобуті знання і вміння використовуються при побудові графіків функцій, графічному розв’язанні рівнянь, нерівностей та їх систем. У геометрії в 9 класі вивчається тема «Декартові координати на площині» та «Вектори на площині», а в 11 класі – «Вектори і координати», у якій розглядаються такі питання: вектори у просторі; дії над векторами; розкладання вектора на складові; прямокутні координати в просторі, дії над векторами, що задані координатами; формули для обчислення довжини вектора, кута між векторами, відстані між двома точками; рівняння площини, сфери [20, 25].
Під час опрацювання теми «Декартові координати на площині» учні знаходять координати середини відрізка, відстань між точками, знайомляться з рівняннями кола, прямої. В основі цих операцій лежать суто арифметичні операції: знаходження середнього арифметичного, квадратного кореня із певної суми квадратів, які ґрунтуються на теоремі Фалеса і теоремі Піфагора.

При розв’язуванні задач цієї теми використовують такі методи: метод геометричних перетворень; координатний та векторний методи.

Для розв’язування задач методом координат характерним є суттєві спіль​ні етапи їх розв’язання: щоб розв’язати задачу методом координат, треба:

1) виділити умови і вимоги задачі чи теореми. Обрати систему координат, відносно якої перевести вимоги на мову координат і скласти рівності зі змінними. Цей етап є дуже важливим, оскільки від вибору системи кординат залежить, наскільки легко буде розв’язана задача, тому саме на цьому етапі варто детальніше зупинитися і порівняти декілька варіантів вибору системи координат;

2) використовуючи умови задачі, перетворити рівності зі змінними і прийти до результату на мові координат;

3) здобутий результат перевести на мову геометрії.

8.1. Метод координат: відшукання ГМТ, що задовольняє дані умови. 
Проілюструємо розв’язання конкурсних задач на відшукання ГМТ.
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Задача 1. На площині знайти всі ті точки, сума відстаней від яких до двох взаємно перпендикулярних прямих дорівнює добутку цих відстаней [20].
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Для побудови графіка рівняння достатньо виконати побудову у першій чверті, а потім відобразити симетрично відносно осей координат 
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Задача 2. Вершину 
[image: image960.wmf]A

 прямокутника 
[image: image961.wmf]ABCD

 зафіксовано, а дві протилежні (
[image: image962.wmf]B

 і 
[image: image963.wmf]D

) ковзають по двох взаємно перпендикулярних прямих, при цьому площа прямокутника залишається незмінною, і дорівнює 
[image: image964.wmf]2

a

. Знайти ГМТ вершин 
[image: image965.wmf]С

.
[image: image1469.png]D



Розв’язання. Виберемо в якості двох взаємно перпендикулярних прямих, по яких ковзають точки 
[image: image966.wmf]B

 і 
[image: image967.wmf]D

, вісі 
[image: image968.wmf]Oy

Ox

;

, тоді координати вершин прямо​кутника 
[image: image969.wmf](

)

0

,

0

A

, 
[image: image970.wmf](

)

0

,

x

B

, 
[image: image971.wmf](

)

y

D

,

0

, 
[image: image972.wmf](

)

y

x

C

,

. Відстані 
[image: image973.wmf]x

AB

=

; 
[image: image974.wmf]y

AD

=

. Площа прямо​кутника 
[image: image975.wmf]y

x

S

×

=

 за умовою є незмінною, рівною 
[image: image976.wmf]2

a

; маємо 
[image: image977.wmf]2

a

y

x

=

×

, звідки 
[image: image978.wmf]2

a

xy

±

=

 – рівняння двох гіпербол (ГМТ вершин 
[image: image979.wmf]С

).

[image: image1470.png].4(0.5)




Задача 3. Дано прямокутник 
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Прирівняємо і піднесемо до квадрату (сторонніх коренів не з’явиться):
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Спростимо вираз і піднесемо до квадрата (сторонніх коренів не з’явиться):
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Перш ніж розглянути наступну задачу потрібно, щоб учні знали координати центра ваги трикутника (точки перетину медіан).
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Допоміжна вправа: дано координати вершин трикутника 
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Задача 4. На площині дано три точки 
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Розв’язання. 1 спосіб (метод координат). Виберемо прямокутну систему координат, нехай координати точок 
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8.2. Метод координат розв’язування задач на доведення
Задача 5. На площині дано трикутник 
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Виберемо прямокутну систему координат, нехай координати точок 
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Задача 6. Доведіть, що сума квадратів відстаней від довільної точки кола до вершин вписаного в нього правильного трикутника не залежить від положення точки на колі.
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, тобто сума квадратів вказаних в умові відстаней не залежить від положення точки 
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Задача 7. Через довільну точку 
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Задача 10. Точка 
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Відповідь. Площа квадрата дорівнює 26 см2.
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Порівняння двох способів розв’язання задачі, що пропонувалася на Все​українському етапі конкурсу-захисту МАН, – на користь методу координат.
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Задача 12. Катети прямокутного трикутника дорівнюють 
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Для порівняння розв’яжіть дану задачу без використання методу координат (якщо із точки 
[image: image1311.wmf]I

 опустити перпендикуляр до 
[image: image1312.wmf]a

CB

=

, то він поділить катет на відрізки, довжини яких дорівнюють 
[image: image1313.wmf]r

 і 
[image: image1314.wmf]r

a

-

. Тоді з утвореного прямокутного трикутника можна знайти 
[image: image1315.wmf]IB

 та 
[image: image1316.wmf]2

B

tg

. Тепер з трикутника 
[image: image1317.wmf]BOI

 за теоремою косинусів можна знайти 
[image: image1318.wmf]OI

, якщо виразити 
[image: image1319.wmf]2

cos

B

 через 
[image: image1320.wmf]2

B

tg

). Порівняння двох способів розв’язання цієї задачі – не на користь методу координат.
Розглянемо застосування методу координат до розв’язування алгебраїчних задач.

Задача 13. Розв’язати систему рівнянь: 
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Розглянемо у довільній прямокутній системі координат такі точки: 
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Перепишемо нашу систему у вигляді: 
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 Перші два рівняння описують відрізок 
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Задача 14. Розв’язати систему рівнянь:
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                  Відповідь: 
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Незамінний метод координат при застосуваннях теми «Інтеграли» –  виведенні формул об’ємів тіл обертання, площ фігур.


Висновки

Стан математичної підготовки учня характеризується в першу чергу умінням розв’язувати задачі. Не випадково, що в практиці сучасного навчання математики розв’язанню задач приділяється значна частина навчального часу. Основний засіб розвитку математичного мислення – це розв’язування задач. Задачі спонукають учнів до висування й обґрунтування певних припущень, побудови фрагментарних теоретичних узагальнень, сприяючи в такий спосіб формуванню у школярів творчого, евристичного мислення, а також прагнення до дослідницької діяльності. У зв’язку з цим значна роль у математичній підготовці школяра має відводитись розв’язуванню задач. 
У дослідженні розглянуто методичні аспекти розв’язування різних типів конкурсних задач, які є актуальними на цей час і які можна оцінити у розрізі гурткової роботи з учнями 10-11 класів фізико-математичного класу Педагогічного ліцею, роботі у ЗФМШ при КДПУ та 15-річного досвіду роботи з учнями-слухачами секції «Математика» Кіровоградського територіального відділення Малої академії наук. 
Розв’язання конкурсних задач на уроках, гуртках та інших видах позакласних занять дозволяє учням накопичувати досвід у зіставленні, спостереженні, виявляти нескладні математичні закономірності, висловлювати гіпотези, які потребують доведень. Тим самим створюються умови для розвитку дедуктивних міркувань. Крім того, такі задачі допоможуть вчителеві у вихованні таких моральних якостей особистості, як працьовитість, завзятість у досягненні мети, наполегливість, старанність тощо. Завдання вчителя організувати процес навчання так, щоб в учнів підвищувався інтерес до знань, зростала потреба у більш повному й глибокому їх засвоєнні, розвивалася самостійність у роботі, щоб кожен учень приймав найактивнішу участь, працював з повним напруженням своїх сил.
І насамкінець, від ефективності використання задач у навчанні математиці значною мірою залежить не тільки якість навчання, виховання і розвитку учнів, але і ступінь їхньої практичної підготовленості до наступної за навчанням діяльності в будь-якій сфері народного господарства та культури.

У дослідженні:

· проведено теоретичний аналіз наукової та науково-методичної літeрaтури з теми дослідження;
· накопичений досвід розв’язування і створення завдань конкурсного і олімпіадного рівнів;
· створена база завдань олімпіадного та конкурсного змісту, яка враховує учнівський вік та досвід розв’язування олімпіадних задач;
· розроблена методика розв’язання конкурсних задач, що уможливлює використання отриманих результатів учнями шкіл, студентами педагогічних ВНЗ, учителями області у роботі зі здібними і математично обдарованими учнями.
Робота адресована обдарованим математично учням, вчителям математики, студентам педагогічних ВНЗ.
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Додаток 1.
Конспект уроку.
Тема: Об’ЄМ піраміди. розв’язування задач.
Мета уроку:

Навчальна: організувати самостійну діяльність учнів по узагальненню і систематизації знань з теми «Об’єм піраміди», розглянути способи розв’язання задач підвищеного та поглибленого рівнів, у тому числі конкурсних геометричних задач.

Розвивальна: продовжити формування навичок просторового мислення, уміння застосовувати математичні знання в практичних ситуаціях, описаних умовою задачі, застосовувати прийоми порівняння, узагальнення.

Виховна: продовжити виховання мотивації навчання, розкриваючи практичну значимість матеріалу, виховання графічної культури учнів; формувати уміння акуратного виконання математичних перетворень.

Тип уроку: Узагальнення і систематизації знань учнів.

Вид уроку: Урок розв’язування задач підвищеного та поглибленого рівнів.

Метод навчання: комбінація пошукового з евристичним. 

Тривалість: 1 год. 20 хв.

Хід уроку

1. Мотивація навчальної діяльності школярів. Повідомлення теми, мети та задач уроку.

2. Актуалізація попередніх знань.

Опорні знання: поняття піраміди, формула об’єму піраміди, види пірамід; поняття лінійного кута двогранного кута, кута між прямою і площиною; формули, за якими можна обчислити площу трикутника, чотирикутника, радіус вписаного (описаного) кола, співвідношення у трикутнику.

Готовність учнів до роботи перевіряється:

А) вибірковою перевіркою виконання домашнього завдання у 3-4 учнів;

Б) виясненням затруднень при виконанні домашнього завдання (до відповіді на запитання запрошуються учні, які виконали завдання);

В) письмовою відповіддю учнів на питання карток 1 або 2 (2-3 хв.):

Зміст картки-завдання:

	Картка 1
	Картка 2

	Зобразіть схематично правильну трикутну піраміду та її висоту. 
	Зобразіть схематично правильну чотирикутну піраміду та її висоту. 

	За якою формулою обчислюємо об’єм піраміди?
	За якою формулою обчислюємо об’єм піраміди?

	Куди проектується вершина піраміди, якщо усі бічні грані піраміди нахилені під одним кутом до основи?
	Куди проектується вершина піраміди, якщо усі бічні ребра піраміди нахилені під одним кутом до основи?


Готові завдання перевіряємо (сусід у сусіда), виставляючи плюс чи мінус, коментуємо, визначаємо тих, хто допустив помилки при відповіді. Відзначаємо, які властивості зберігаються при зображенні просторових фігур.

3. Застосування знань і способів дій.

Пропонується розв’язати задачі; один з учнів розв’язання записує на дошці, аналіз проводиться із залученням усього класу. Підстановка числових значень в отриманий вираз виконується учнями самостійно, отримані результати порівнюються, числові вирази (відповіді) записуються на дошці. 
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Задача 1 (обов’язковий рівень). У правильній трикутній піраміді апофема дорівнює l і утворює з висотою кут φ. Визначте об’єм піраміди (у загальному вигляді). Обчислення виконати при φ=30о, l=2.

Нехай SАВС – дана піраміда, SD – апофема піраміди, Н – центр вписаного і описаного кола в трикутник АВС. 

Спосіб розв’язання задачі: розбиття задачі на підзадачі. 
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Відповідь: 
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Задача 2 (обов’язковий рівень). В основі піраміди лежить правильний трикутник. Дві бічні грані перпендикулярні до основи, а третя – нахилена до неї під кутом φ. Визначте об’єм піраміди (у загальному вигляді), якщо найбільше ребро дорівнює l. Обчислення виконати при φ=60о, l=6.

Спосіб розв’язання задачі: розбиття задачі на підзадачі.
1. Нехай SАВС – дана піраміда, SАС
[image: image1355.wmf]^
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АСВ; 

2. ΔSАС=ΔSАВ (як прямокутні трикутники за двома катетами), звідки ΔSВС – рівнобедрений, нехай D – середина ВС;

3. ΔSАD
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Відповідь: 
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Задача 3 (обов’язковий рівень). В основі трикутної піраміди лежить трикутник із сторонами 5, 6, 7 см. Усі ребра піраміди нахилені до основи під кутом 450. Обчислити об’єм піраміди.

Розв’язуємо самостійно на місцях, контролюємо проміжні результати, з місця коментуємо: вершина піраміди проектується в центр описаного кола. Для основи: півпериметр р=9 см, площа трикутника (за формулою Герона) 
[image: image1367.wmf]6

6

2

3

4

9

=

×

×

×

=

S

 (см2), радіус описаного кола 
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Задача 4 (підвищений рівень). В основі піраміди лежить рівнобічна трапеція з бічною стороною b і гострим кутом β. Всі бічні грані піраміди нахилені до основи під кутом φ. Визначте об’єм піраміди (у загальному вигляді). Обчислення виконати при b=2, β=60о, φ=45о.

Спосіб розв’язання задачі: розбиття задачі на підзадачі.
1. Нехай SАВСD – дана піраміда, АD||ВC; оскільки усі бічні грані піраміди нахилені до основи під одним і тим же кутом, то вершина піраміди проектується у центр вписаного в трапецію кола Н;
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2. Оскільки в трапецію АВCD можна вписати коло, то суми протилежних сторін такої трапеції рівні: АD+ВC=АВ+DC=2·b, бо трапеція рівнобічна;

3. Розглянемо трапецію АВCD: нехай ВВ1 – висота трапеції, тоді з ΔАВВ1: 
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5. ΔSΗF: 
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Відповідь:  
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Задача 5. (поглиблений рівень). Обчислити об’єм трикутної піраміди 
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1 спосіб розв’язання задачі: розбиття задачі на підзадачі.
Нехай 
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2. Розглянемо грані 
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 (од.2); обчислимо висоту грані: 
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4. 
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5. 
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Відповідь:  
[image: image1423.wmf]311
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При розв’язуванні задач цієї теми використовують також координатний метод. Для розв’язування задач методом координат характерним є суттєві спільні етапи їх розв’язання: щоб розв’язати задачу методом координат, треба:

1) виділити умови і вимоги задачі чи теореми. Обрати систему координат, відносно якої перевести вимоги на мову координат і скласти рівності зі змінними. Цей етап є дуже важливим, оскільки від вибору системи координат залежить, наскільки легко буде розв’язана задача, тому саме на цьому етапі варто детальніше зупинитися і порівняти декілька варіантів вибору системи координат;

2) використовуючи умови задачі, перетворити рівності зі змінними і прийти до результату на мові координат;

3) здобутий результат перевести на мову геометрії.

2 спосіб розв’язання задачі № 4: (метод координат). Об’єм піраміди 
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 – відстань від точки 
[image: image1437.wmf]D
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звідки знаходимо 
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4. Підбиття підсумків першого уроку. Виставлення оцінок. 

Пред’явлення завдання додому:

контрольні питання 6, 7, 8 до § 7,  
   § 7: № 40, №38; 
§ 5: № 56, №82.

5. Проводиться самостійна робота з метою перевірки глибини осмислення учнями знань та рівня їх узагальнення та системності з точки зору використання знань у стандартних та змінених умовах.

Завдання 1 (обов’язковий рівень). Об’єм правильної чотирикутної піраміди SАВСD дорівнює 8 м3. Точка К – середина ребра SС. Обчислити об’єм піраміди КВСD.

Відповідь: 
[image: image1446.wmf]SABCD
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Завдання 2 (обов’язковий рівень). В основі трикутної піраміди лежить трикутник із сторонами 4, 4, 6 см. Усі грані піраміди нахилені до основи під кутом 450. Обчислити об’єм піраміди.

Відповідь: 
[image: image1447.wmf]=

V

3 см3.

Завдання 3 (обов’язковий рівень). В основі трикутної піраміди лежить трикутник із сторонами 4, 6, 8 дм. Усі ребра піраміди нахилені до основи під кутом 450. Обчислити об’єм піраміди.

Відповідь: 
[image: image1448.wmf]=

V

16 дм3.

Завдання 4о (підвищений рівень). Діагональ квадрата, що лежить в основі правильної чотирикутної піраміди, дорівнює її бічному ребру і дорівнює 4 см. Обчислити об’єм піраміди. 

Відповідь: 
[image: image1449.wmf]3
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Завдання 5* (поглиблений рівень). Обчислити об’єм трикутної піраміди 
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Відповідь: (у позначеннях задачі 5, спосіб №2)  
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Додаток 2.
ОРГАНІЗАЦІЯ НАВЧАЛЬНОЇ ДІЯЛЬНОСТІ ШКОЛЯРІВ ПІД ЧАС РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЛОГІЧНИХ ЗАДАЧ.
«Логічними», як правило, називають нестандартні задачі, які дозволяють навчити учнів розмірковувати, критично мислити, знаходити правильне розв’язання проблеми, застосовувати знання на практиці, переносити відомі йому способи дій в нові для нього ситуації й відкривати нові способи діяльності. Створення у процесі навчання проблемних ситуацій і розгортання на їх основі активної пошукової діяльності учнів дає можливість формування в школярів стійкого пізнавального інтересу до предмету, зокрема математики, сприяє самореалізації, саморозвитку учнів, становленню особистості, здатної без сторонньої допомоги оволодівати знаннями і способами діяльності, розв’язувати пізнавальні задачі.

Для формування логічних умінь учнів необхідна цілеспрямована система вправ. На заняттях математичного гуртка ми пропонували учням для розв’язування цікаві нестандартні задачі, що вимагають кмітливості й винахідливості, задачі парадоксального характеру, які потребують прояву інтуїції, домислу тощо.

Досвід показує, що найважче сформулювати гіпотезу для розв’язання задачі, знайти шлях її пошуку. Учні в більшості складних випадків керуються інтуїцією, за допомогою якої вони намагаються доповнити нестачу необхідної їм інформації. Вивчаючи особливості учнівської діяльності під час розв’язування логічних задач, ми впевнилися, що вмінню здогадуватися учнів треба спеціально навчати. Поступово ускладнюючи акт догадки, можна виробити в учнів інтуїтивні вміння високого рівня. Без такої роботи у школярів стихійно формуються намагання вгадувати розв’язок там, де необхідно глибоко проаналізувати умову. Оскільки такі спроби, як правило, не можуть привести до відшукання шляхів розв’язування вправ, то учні не тільки розчаровуються у своїх можливостях, а й допускають перекручення змісту задач, недбало аналізують дані в них співвідношення.

Корисно також виробляти в учнів уміння вловлювати математичну структуру задачі, її каркас, ідею розв’язування. Те, що учні повинні усвідомити й запам’ятати, вчителю варто абстрагувати від конкретної форми і подати у вигляді узагальненої структури, щоб тим самим робити перші кроки у виробленні умінь самостійно здійснювати математичні узагальнення.

Уміло підводячи учнів до правильного способу розв’язування, вчителеві необхідно зберегти такт і міру допомоги, щоб учні мали можливість самостійно здобути розв’язок і тим самим дістати моральне задоволення від досягнутого успіху. Радість від творчої удачі – незамінний стимул у роботі.

Покажемо можливу модель організації діяльності учнів 7–10 класів при розв’язуванні логічних задач в позаурочний час.

Задача 1. У математичному турнірі беруть участь 7 учнів. Кожен учень знайомий принаймні з чотирма іншими. Довести, що серед учасників турніру є хоча б одна трійка учнів, знайомих між собою.

Розв’язування задачі починаємо з низки питань, які дозволяють зрозуміти умову задачі.

· Давайте з’ясуємо, що означає: кожен учень знайомий принаймні з чотирма іншими?

· Це означає, що він знайомий з 4-ма учнями, або з 5-ма чи 6-ма.

· Правильно, а чому не з 7-ма учнями?

· Один з цих учнів – він сам, крім нього є ще 6 учнів.

· А з скількома учнями щонайбільше незнайомий будь-який учень?

· З двома, оскільки 7 = 1 + 4 + 2, де 1 – це сам учень; 4 – знайомі йому учні; 2 – незнайомі.

· Прочитайте уважно ще раз умову задачі. Що нам треба довести?

· Треба довести, що серед учасників турніру є хоча б одна трійка учнів, знайомих між собою.

· Поміркуйте, коли нашу задачу розв’язати найлегше: коли кожен учень знайомий з чотирма учнями, чи з 5-ма, 6-ма, і чому?

· Якщо кожен учень знайомий з більшим числом учнів (5-ма, 6-ма), то серед усіх учнів легше вибрати трійку, що задовольняє умову задачі. Найскладніше у випадку, коли кожен знайомий тільки з чотирма учнями. Тоді незнайомих між собою дітей буде найбільше.

· Добре. Виберемо серед учнів двох, які між собою знайомі. Ми вже обґрунтували, що це можливо, назвемо їх умовно А (Андрій) і Б (Борис). Тоді скількох учнів вони вдвох щонайбільше не знатимуть?

· Так як кожен з них не знає щонайбільше двох, то обидва не знатимуть щонайбільше чотирьох.

· Оскільки 7 = 2 + 4 + 1, то двоє наших учнів обов’язково знатимуть одного учня. Назвемо цього учня умовно В (Василь). Що тоді можна сказати про трійку А, Б, В?

· Всі вони знайомі між собою.

· Отже, це і є та трійка, що задовольняє умову задачі. Підведемо підсумок. Яке правило-орієнтир для розв’язування даної задачі можна скласти?

Правило-орієнтир

1. Встановіть, із скількома учнями може бути незнайомий кожен учень.

2. Виберіть пару учнів, визначте кількість учнів, з якими вони можуть бути незнайомими.

3. Серед тих учнів, що залишилися, виберіть одного, який з раніше обраною парою утворить трійку. Проаналізуйте, чи задовольняє умову задачі обрана трійка учнів.

Завдання додому:

1. Доведіть: якщо з 9-ти учнів кожен знайомий щонайменше з 5-ма учнями, то можна вказати трійку учнів, які були б знайомі між собою.

2. Доведіть: якщо є 31 учень, і кожен знайомий щонайменше з 21-им учнем, то можна вказати четвірку учнів, які знали б одне одного.

Перш ніж розглянемо наступну задачу, давайте з’ясуємо:

1. Якщо є 6 чоловік і вони обмінялися рукостисканнями, то скільки всього було рукостискань?

(кожен учень потиснув руку п’яти іншим, всього рукостискань 
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. Але кожне з них враховано двічі, тому всього було 
[image: image1460.wmf]15

2

6

5

=

×

 рукостискань).

2. Є 10 команд, які зіграли турнір в одне коло (без нічиїх, за перемогу дається 1 бал). Скільки всього балів отримано всіма командами?

(оскільки кількість ігор 
[image: image1461.wmf]45
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, а за кожну гру отримано командою-переможцем 1 бал, то всього отримано 45 балів).

Задача 2. Для відбору до команди знавців шість учнів провели турнір в одне коло, тобто кожен зіграв з будь-яким іншим учасником один раз. (Вважатимемо, що нічиїх немає. Гра продовжується до перемоги одного з учнів, за перемогу дається 1 бал). Доведіть, що можна вказати таких двох гравців, що кожний з решти учасників програв хоча б одному з цієї пари.

Розв’язання.

· Cкільки ігор відбулося в турнірі? Скільки балів отримали всі учні разом?

· 
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 ігор, стільки ж балів.

· Cкільки зустрічей були зіграні кожним учасником турніру?

· Так як 6 = 1 + 5, то кожен гравець зіграв 5 ігор.

· У результаті змагань гравці розташувалися в турнірній таблиці. Поміркуйте, скільки балів отримав учасник турніру, який зайняв І місце? Могло так статися, що він виграв всі 5 зустрічей і набрав 5 балів?

· Так.

· Чи міг якийсь інший гравець теж набрати 5 балів?

· Ні, бо тоді він виграв би в усіх учнів, тобто й у першого, що є неможливим.

· Добре, а чи могло так статися, що наш лідер, який зайняв І місце, з п’яти ігор виграв менше половини, наприклад, дві? Обґрунтуйте відповідь.

· ?..

· Припустимо, що на І місці учень (позначимо його умовно А (Андрій)), який набрав 2 бали, що це означає?

· Виграв дві зустрічі.

· Так. Скільки тоді балів має учень, який зайняв ІІ місце?

· Не більше 2 балів.

· Якщо навіть кожен з учнів набере максимально можливі 2 бали, то яку найбільшу кількість балів наберуть всі учні?

· 6 · 2 = 12 балів, але ж ми вже обчислили, що всі учні наберуть 15 балів за турнір, тому це неможливо.

· Який висновок ми можемо зробити?

· Наше припущення невірне, отже, учень А виграв щонайменше 3 зустрічі, тобто 3, 4 або 5.

· Скажіть, будь-ласка, який випадок (3, 4 чи 5) – найскладніший?

· Якщо учень А виграв всі 5 зустрічей, то пара учнів А та Б (будь-який учень) задовольняє умову задачі, оскільки кожен з решти гравців програв учневі А. Отже, найскладніший випадок, коли наш лідер (А) виграв 3 зустрічі.

· Розглянемо цей випадок задачі. Якщо учасник турніру виграв 3 зустрічі, то скільком учням він, можливо, програв?

· Так як 6 = 1 (А) + 3 (учні, у яких А виграв) + 2 (учні, про яких невідомо, чи виграв у них учень А, чи ні), то учень А можливо програв двом учням.

· Давайте подивимося уважніше на цих двох учнів, що про них можна сказати, враховуючи умову задачі?

· Вони обов’язково зіграли між собою, і хтось із них виграв у іншого.

· Якщо ми переможця позначимо Б (Борис), що ми можемо сказати про пару А та Б?
· Пара учнів А та Б задовольняє умові задачі, так як всього учнів 6, двоє з них – це А та Б, ще троє – ті, що програли А, один учень програв Б: 6 = 2 (А, Б) + 3 (програли А) + 1 (програв Б).

· Підведемо підсумок. Як ми з вами міркували?

1. Всього учнів 6; кожен зіграв по 5 зустрічей; всього зустрічей 
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; отже, всі учні набрали разом 15 балів.

2. Далі ми розташували учасників у турнірній таблиці й припустили, що учень А, який зайняв І місце, виграв менше половини своїх зустрічей. Прийшли до протиріччя й зробили висновок, що А виграв принаймні 3 зустрічі, тобто виграв щонайменше у трьох учнів.

3. Учень А й ті 3 учасники турніру, в яких він виграв, не складають всю множину учнів, залишилося ще 2 учні (6 – 1 – 3 = 2). Серед цих двох учнів ми вибрали переможця особистої зустрічі (Б).

4. Пара учнів А, Б задовольняє умові задачі.

Завдання додому:

Є 14 команд, які провели між собою турнір в одне коло. (Вважається, що нічиїх немає. Гра продовжується до перемоги однієї з команд). Доведіть, що можна виділити такі 3 команди, які б виграли у решти.

Вказівки:

1. 
[image: image1464.wmf]91

2

14

13

=

×

 зустріч, 91 бал.

2. Команда Г (І місце) виграла більше половини з 13-ти зустрічей (щонайменше 7). Якщо б команда Г виграла 6 зустрічей, то 6 · 14 = 84 (бали), що менше за 91 бал (протиріччя).

3. 14 = 1 (Г) + 7 (ті, що програли Г) + 6 (команд).

4. Виберіть три команди А, Б, В серед шести команд, що залишилися. Обґрунтуйте свій вибір.

5. Четвірка команд А, Б, В, Г задовольняє умові задачі.

Задача 3. Усі цілі числа, починаючи з одиниці, виписані підряд, тобто записано такий ряд чисел 12345678910111213…99100101… Визначити, яка цифра стоїть на 190-му місці.

Перш ніж розв’язувати цю задачу, потрібно з’ясувати з учнями, скільки всього одноцифрових натуральних чисел, двоцифрових, трицифрових і чому. (Одноцифрових чисел 9, це числа від 1 до 9-ти; двоцифрові числа – це числа від 10-ти до 99-ти, їх 90; трицифрові числа – це числа від 100-а до 999-ти, їх 900. Пояснити, наприклад, останнє можна так: від 1-ці до 999-ти всього 999 чисел, від 1-ці до 99-ти – 99, тоді від 100-а до 999-ти всього 999 – 99 = 900 трицифрових чисел).

Розв’язання.

· У нашому ряду чисел записані всі числа підряд, спочатку одноцифрові, потім – двоцифрові, далі – трицифрові й т.д. Перші 9 чисел займають 9 позицій, чому?

· Бо це одноцифрові числа, а їх рівно 9.

· Наступні 90 чисел є двоцифровими. Скільки позицій вони займають?

· 2 · 90 = 180 (позицій).

· Скільки позицій займають всі одноцифрові й двоцифрові числа разом?

· 9 + 180 = 189 (позицій).

· Прочитайте ще раз уважно умову задачі. Чи може хтось дати відповідь до задачі?

· Ми визначили, що всі одноцифрові й двоцифрові числа займають 189 позицій, потім буде перше трицифрове число 100, його перша цифра 1 і займає 190-у позицію.

Відповідь: цифра 1.

Завдання додому:

Визначте у задачі 3, яка цифра стоїть на: а) 163-й позиції; б) 2889-й позиції; в) 2459-й позиції. ( Відповідь: а) 6; б) 9; в) 5 ).

Задача 4. Є смужка паперу, на якій написано 30-цифрове число, що складається із цифр 121212…12. На яку найбільшу кількість частин можна розрізати цю смужку, щоб усі утворені числа при цьому були різні?

Розв’язання.

· Якої найменшої довжини можна відрізати смужку?

· Довжиною в одну цифру.

· Можна ще відрізати смужку такої ж довжини, щоб отримати різні числа?

· Так. Перша смужка буде з цифрою 1, друга – з цифрою 2.

· Чи можна ще відрізати одноцифрові числа від великої смужки, щоб всі числа були різні, чому?

· Ні, бо число на смужці складається тільки з цифр 1 і 2.

· Давайте поміркуємо, чи можна ще щось відрізати від великої смужки?

· Можна, наприклад, двоцифрові, трицифрові числа.

· Прочитайте ще раз уважно умову задачі, що від нас вимагається?

· Розрізати смужку на якомога більшу кількість частин з різними числами.

· Які будуть пропозиції? Які саме частини бажано відрізати?

· Які мають найкоротшу довжину, але, щоб числа на відрізаних смужках не повторювалися.

· Скільки різних двоцифрових чисел можна відрізати?

· Два числа: 12 і 21.

· А трицифрових і чому саме так?

· Два числа: 121 і 212, оскільки кожне число починається з одинички або двійки, а далі ці ж цифри чергуються.

· Скільки різних 4-цифрових чисел можна відрізати і яких? 5-цифрових? 6-цифрових?
· Два чотирицифрових: 1212 і 2121; два п’ятицифрових: 12121 і 21212; два шестицифрових: 121212 і 212121.

· А чи не забагато ми «нарізали»? Скільки у нас всього цифр?

· 30. Два числа одноцифрових, два – двоцифрових і т.д., тобто 30 = 1·2 + 2·2 + 3·2 + 4·2 + 5·2.

· Як ви визначили, що потрібно зупинитися на п’ятірці?

· 30 : 2 = 15, а 15 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5.

· Отже, на скільки частин можна розрізати дану смужку?

· На 10 частин: відрізати по два різних одно-, дво-, три-, чотири- і п’ятицифрових числа.

· Залишилося перевірити, чи не помилилися ми?

	1
	2
	12
	121
	21
	212
	1212
	12121
	2121
	21212


· Відріжемо зліва одну цифру 1, потім цифру 2. Відріжемо 12, але далі знову 1212… Що ж робити?

· Відріжемо спочатку трицифрове число 121, потім двоцифрове 21 і знову трицифрове 212. Потім чотирицифрове 1212, п’ятицифрове 12121 і знову чотирицифрове 2121. Залишиться п’ятицифрове 21212.

Відповідь: смужку можна розрізати на 10 частин.

· Поміркуйте. А на скільки щонайбільше частин можна розрізати смужку, завдовжки 31 цифру, 36 цифр?

Відповідь: смужку, на якій написано 31 цифру, можна розрізати на 10 різних частин, наприклад: 1, 2, 12, 121, 21, 212, 1212, 12121, 2121, 212121; а завдовжки 36 цифр – на 11 частин: перші 10 частин будуть такі, як у задачі 4, а 11-та – шестицифрове число 121212.

Завдання додому:

Є смужка паперу, на якій написано 56-цифрове число, що складається із цифр 121212…12. На яку найбільшу кількість частин можна розрізати цю смужку, щоб усі утворені числа при цьому були різні?

Відповідь: 14 частин.

Задача 5. На столі чотири склянки лимонаду. Відомо, що в одній склянці лимонад отруєний. Як за дві спроби дізнатися, в якій склянці отрута? (Дозволяється для проби брати з кожної склянки по краплі напою, змішувати).

Розв’язання.

· Розіб’ємо всі склянки на дві групи (по дві в кожній) і візьмемо по краплі з перших двох склянок, змішаємо (проба перша). Якщо виявиться, що лимонад отруєний, то другу пару перевіряти не потрібно й за другу спробу перевірити краплю, взяту з будь-якої склянки першої пари. Якщо ця крапля отруєна, то отрута в цій склянці, якщо ні – то в іншій склянці цієї ж пари. Поясніть чому?

· Якби і в другій склянці цієї групи напій не був отруєний, то перша проба не показала б, що в перших двох склянках отрута.

· Якщо лимонад в першій парі склянок не отруєний, як бути? Хто здогадався?

· Тоді отрута – в іншій парі склянок. Перевіривши там навмання взяту склянку, робимо висновок: якщо проба позитивна, отрута в цій склянці, якщо негативна – в іншій склянці цієї пари.

· Зауважимо, що для трьох склянок треба теж дві спроби, так як 3 = 2 + 1, хоча може трапитися, що при перевірці однієї склянки отрута буде саме в ній, і тоді нам пощастить – відбудемося однією пробою. Якщо ж напій у цій склянці не отруєний, доведеться перевіряти ще одну з двох склянок, що залишилися.

Підводячи підсумок, корисно скласти з учнями правило-орієнтир для розв’язування задач такого типу.

Правило-орієнтир

1. Розбийте всі склянки на дві приблизно однакові групи.

2. Візьміть з кожної склянки першої групи по краплі напою, змішайте, зробіть пробу. Якщо проба дала позитивний результат, то отруєний напій у склянці серед першої групи, якщо ж негативний – то серед другої.

3. З групою склянок, серед яких склянка з отрутою, виконайте знову те ж, що написано в пунктах 1 і 2. Робіть так до тих пір, поки однозначно визначите отруєний лимонад.

· Давайте перевіримо, чи всі зрозуміли розв’язання цієї задачі? Поміркуйте. Є 8 склянок з лимонадом. Відомо, що отрута тільки в одній з них. За три проби визначте, в якій склянці отрута.

· Поділимо склянки навпіл (розіб’ємо їх на дві групи по 4 склянки в кожній). Візьмемо по краплі напою з кожної склянки однієї групи, змішаємо, зробимо пробу. Визначимо, в якій групі склянка з отруєним лимонадом. Цю групу склянок розіб’ємо знову на дві групи (по дві склянки в кожній)…

· Хто вже помітив повторення?

· Далі розв’язування задачі буде таке ж, як у задачі 5.

· Зобразимо схематично розв’язання задачі так:

1-й крок:

8 = 4 + 4,

2-й крок:

4 = 2 + 2,

3-й крок:

2 = 1 + 1,

отруєний напій виявлено.

Завдання додому:

Поясніть, чому для виявлення склянки з отрутою:

1) якщо склянок 1 або 2, досить однієї проби;

2) якщо склянок 3 або 4, досить двох проб;

3) якщо склянок 5, 6, 7, 8 – трьох проб;

4) якщо склянок 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16 – чотирьох проб.

Задача 6. Є 9 монет, зовні однакових, серед яких одна монета фальшива (легша). Як за дві спроби, використовуючи шалькові терези без важків, знайти фальшиву монету?

Після розв’язування попередньої задачі учні, можливо, почнуть розділяти монети на дві групи, треба запропонувати їм поділ монет на три групи. За одне зважування порівняти дві групи монет, поклавши на кожну шальку терезів по три монети. Можливі два випадки: а) терези в рівновазі, тоді фальшива монета в третій групі монет; б) терези неврівноважені, тоді фальшива монета серед тих трьох, які легші. В обох випадках після першого зважування матимемо три монети, які знову розкладемо на три групи (по одній) і за друге зважування визначимо фальшиву монету (на шальки терезів покладемо по одній монеті; якщо вони будуть урівноважені, то фальшива монета залишилася поза терезами, якщо неврівноважені – то фальшива монета легша).

Завдання додому:

1. Складіть правило-орієнтир для розв’язування даної задачі. Користуючись цим правилом, обґрунтуйте, як за три спроби знайти фальшиву (легшу від інших) монету серед 27-ми зовні однакових монет за допомогою таких самих терезів.

2. Серед якої максимальної кількості монет можна виявити фальшиву за допомогою чотирьох зважувань?

Відповідь: серед 81-єї монети.

Посильність та варіативність завдань для домашньої роботи дозволяють викликати в учнів позитивні емоції: радість успіху від самостійного розв’язання складної задачі вдома, віру в свої сили, почуття власної гідності, значимості під час виконання складного завдання, успішного переборення труднощів, які зустрічаються, тощо.
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